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1 INTRODUCAO

As equacOes diferenciais ordinarias (EDQO’s) sdo equacdes que contém
derivadas de uma variavel dependente em relacdo a uma variavel independente e
sao classificadas pela ordem de acordo com a derivada de maior ordem presente na
equacdo. Muitas das aplicacdes de EDO’s sdo de primeira e de segunda ordem.
Estas equacdes modelam fendbmenos que ocorrem em diversas areas como Fisica,
Biologia, Matematica, além da Quimica (BRONSON & COSTA, 2008).

Uma aplicacdo importante das EDO’s trata do decaimento radioativo.
Cada elemento radioativo se desintegra a uma taxa temporal que lhe ¢é
caracteristica, na qual o tempo que este elemento leva para sua atividade ser
reduzida a metade € chamado de meia vida. Na natureza existem elementos
radioativos que realizam decaimentos sucessivos, até que o nucleo atinja uma
configuracdo energicamente estavel. Se apos um decaimento radioativo, 0 nucleo
ndo possuir, ainda, uma organizacdo interna estavel e ele executa outra
transmutacdo para estabilizd-la e, ainda ndo conseguindo, prossegue, até atingir a
configuracao de equilibrio.

Em cada decaimento, os nucleos emitem radiacbes dos tipos alfa, beta
e/lou gama e cada um deles é mais “organizado” que o nucleo anterior. Essas
sequéncias de nucleos sdo denominadas séries radioativas. Assim, neste trabalho,
exploraremos a aplicacdo de EDO’s para o estudo do decaimento radioativo da série
do Uranio-235, o qual era o combustivel utilizado nos reatores das usinas de
Chernobyl, quando em abril de 1986 ocorreu 0 maior acidente nuclear da historia.

2 O MODELO MATEMATICO

A taxa na qual ocorre um processo de decaimento em um material
radioativo é proporcional ao niumero de nucleos radioativos presentes na amostra,
isto €, proporcional aqueles nucleos que ainda ndo decairam. Se Q é a quantidade
de matéria radioativa presente em algum instante, a taxa de variacdo de Q é dada
por

dQ

- = _‘;L

dt ¢

onde 4 é chamada de constante de decaimento. O sinal negativo indica que a

guantidade do material radioativo Q € decrescente com a passagem do tempo.
Podemos resolver a equacgéo acima pelo método do fator integrante e integrar

de um instante inicial t=0 até um instante t, obtendo
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¢= Que_k

onde Qo representa a quantidade de material radioativo que ainda ndo decaiu em
t=0. O tempo necessario para que metade de um dado numero de nucleos
radioativos se desintegre € chamado de meia-vida (Tie“f). Assim, substituindo

Q= @ @ — QDE—AI?__.': In2

2 e =Tz na equacdo inicial, obtemos 2 ,ousea T 1.A
expressdo obtida relaciona o tempo de meia-vida com a constante de decaimento
(Figura 1).
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Figura 1: Curva exponencial de decaimento.

Quando um nucleo se transforma em outro ndcleo sem influéncia externa, o
processo é chamado de decaimento espontaneo e ocorre pela emissao de particulas
alfa, beta ou gama. O decaimento pode ocorrer sucessivamente, causando uma
cadeia ou uma série de desintegracédo, até que resulte em um elemento estavel,
como mostra a Figura 2, a série do Actinio que, na realidade, inicia-se com o U%*®
até alcancar a estabilidade com o Pb?®’,

A partir da meia-vida podemos calcular a constante de decaimento
caracteristica de cada elemento da cadeia de decaimento. Na Tabela 1 temos a
meia-vida e as constantes de desintegracdo para os 3 primeiros elementos da

cadeia do actinio.

Tabela 1: Meia-vida e constante de desintegracdo para os 3 primeiros elementos da

cadeia do actinio.
Elemento Tempo de meia-vida Const. de desintegracgao

T1/2 (Segundos) A (segundos)
Uz3° 2.2501x10%° 3,0805x10°Y
Th?3t 88560 7,8268x10°

Pa®3? 1,0098x10%? 6,8642x10°%2
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SERIE DO ACTINIO
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Figura 2: Série de desintegracao radioativa do Actinio (ZILL, 2003).

Como um exemplo de aplicacdo, utilizaremos os dados dos 3 primeiros
elementos da cadeia do actinio de forma a obter um sistema linear de trés equacdes
diferenciais de primeira ordem, sendo este o modelo matematico que descreve a
desintegracdo radioativa dos trés primeiros elementos da série. O sistema a ser
resolvido é dado por:

dx -17
— = —3,0805x10" 1%«

dt
dy _ _
= 3,0805x10" Y x — 7,8268x10 %y

dz _ _
== 7,8268x10 %y — 6,3642x10™ 3z

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para a solucdo de sistemas do tipo proposto aplicamos as propriedades de
autovalores e autovetores da algebra linear (LEON, 2008). A partir do polinbmio
caracteristico da matriz que descreve o sistema calculamos as raizes, que sdo 0s
autovalores:

—3,0805x107Y — 4 0 0
det(A — Al = 3,0805x107Y7 —7,8268x107° - 1 0
0 7,8268x10°° —6,8642x107F -2

I
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dados por 4v = —3,0805x107" A, = —7,8268x107¢ 1, = —6,8642x107"° pgrg
cada autovalor temos um autovetor associado:
0
.I.I{F = G
1

Assim, a solucdo geral do sistema proposto € a combinagéo linear dos trés
vetores solugdo, e é escrita como:

0
1
-1

1
K, = 3.9358}:11}'1:‘ K. =

45109x10°°

1 0 0
X = CL’ \‘3.93581{1(]_1: E_—E.I}SC-E:{E-_- t 4 C]" 1 E—T.SZ-SE:{‘lC-_“r 4 CF 1 3—6.86;.2:{113-_4.‘
4,5109x1073 -1 1

As expressoes listadas abaixo mostram que a solucdo geral do sistema, dado
anteriormente em termos matriciais pode ser escrita por fungcdes individuais que
expde a relacdo entre as constantes.

Y = [, g P0B05x1077F

v = 39358 lg—iscuE—E-C'EC-E-'HC-"-_: + CTE—T.S:E.S_-{E--B?

o=="

7= 4“5109:{lU—ECuE—E.GSGE:{‘l _ CTE—T.SZBS:{‘IG'“‘ + CFE_—E-.SE.;.::{E-_'-“

Podemos interpretar essas equacdes através da andlise grafica que mostra o
comportamento exponencial para o decaimento dos elementos da série, onde
observamos que a partir da desintegracdo do 2° elemento sempre havera a
contribuicdo, mesmo que muito pequena, da desintegracdo dos elementos
anteriores.

4 CONCLUSAO

Mais de 75% de todos os problemas matematicos encontrados em
aplicacoes cientificas e industriais envolvem resolucdo de um sistema linear em
alguma etapa. Usando os métodos disponiveis na literatura, muitas vezes € possivel
reduzir um problema sofisticado a um Unico sistema de equacdes lineares, de
maneira que a solucdo desse sistema seja uma combinacdo ordenada de numeros
gque satisfaca todas as equacgdes. O proximo passo deste trabalho é implementar
computacionalmente o problema abordado, bem como estender o estudo para toda
a cadeia do actinio.
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