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1 INTRODUÇÃO 

A teoria dos conjuntos fuzzy (ZADEH, 1965) propõe uma generalização da 
teoria dos conjuntos em relação à dicotomia da relação de pertinência, e, por 
conseguinte, tem-se uma extensão para a Lógica Clássica. Tradicionalmente, a 
avaliação de proposições considera dois valores extremos: ou completamente 
verdadeira (1) ou completamente falsa (0). Entretanto, na Lógica Fuzzy (LF), tem-se 
a variação no grau de verdade de 0 até 1, permitindo uma interpretação mais flexível 
que inclui as noções de parcialmente verdadeira e parcialmente falsa. Os resultados 
significativos obtidos com o estudo no sentido estrito da LF fundamentam e 
potencializam seu uso em sistemas especialistas, em tomada de decisões baseada 
em conhecimentos vagos, imprecisos, incertos ou até mesmo subjetivos. Verifica-se 
sua aplicabilidade nas engenharias, na matemática e na computação, em áreas 
como reconhecimento de padrão, processamento de imagens e tomada de decisão.  

Novas abordagens lógicas para tratamento de incertezas e imprecisão em 
sistemas especialistas têm sido propostas a partir da introdução da LF. Dentre as 
extensões, destacam-se lógicas do tipo-2 como: (i) a Lógica Fuzzy Intervalar (LI), 
modelando a incerteza no diâmetro do grau intervalar de pertinência (ZADEH,1975); 
e (ii) a Lógica Fuzzy Intuicionista (LFI), modelando além da incerteza, a hesitação ou 
indecibilidade relativa ao grau de não-pertinência (ATANASSOV;GARGOV,1998). 
Na integração destas abordagens, este trabalho considera a Lógica Fuzzy 
Intuicionista Intervalar (ATANASSOV;GARGOV, 1989), com importantes e atuais 
contribuições (CHEN,2007; BUSTINCE et al.,2008; JIANG;L., 2011).  

O principal objetivo do trabalho é introduzir a definição de implicações 
intuicionistas intervalares pela aplicação de funções de agregação intervalares. Uma 
motivação para este estudo tem sido o significativo desempenho obtido pelo uso de 
implicações intervalares em algumas aplicações, como na área de processamento 
de imagens (BUSTINCE et al.,2007, BUSTINCE et al.,2008b, BUSTINCE et al.2010), 
(JURIO et al.,2011). Apesar do aumento nos parâmetros que modelam tais sistemas, 
as recentes soluções fazem uso de sistemas distribuídos e paralelização de etapas 
dos algoritmos aplicados (WEI: FAHN,1996; HALL,1995). 

Os operadores de implicação (e dualmente, de coimplicação) são essenciais 
para os métodos dedutivos que usam o raciocínio aproximativo, interpretando as 
condicionais fuzzy em sistemas de dedução baseados em LF. Tanto na lógica 
clássica quanto na lógica fuzzy, tem-se a ocorrência de variadas formas de 
implicações. Salienta-se, entretanto, que extensões fuzzy de implicações não são 
equivalentes como na abordagem clássica, resultando em distintas classes de 
implicações (S-implicações, QL-implicações, R-implicações) e ainda, em diferentes 
formas de representação (explicita, implícita e axiomática) destes conectivos. Tal 
diversidade instiga o estudo de implicações intervalares no contexto da LFI.  

Assim, na Seção 2, mostra-se que as implicações fuzzy intuicionistas 
intervalares podem interpretar o grau de verdade de regras condicionais concebidas 
segundo a extensão intervalar da LFI. A principal contribuição do trabalho está 
formalizada no Teorema 1, na Seção 3. Seguem a Conclusão e as Referências. 



 
 

2 METODOLOGIA  

Em BUSTINCE et al. (2004), mostra-se que uma implicação fuzzy intuicionista 
II pode ser obtida por um conjunto finito de funções de agregação M e por pares de 
funções mutuamente duais (I;IN), determinados por uma implicação I e, na 
construção dual obtida a partir de uma negação forte N, por uma coimplicação IN. 

Segue-se então a mesma metodologia para mostrar que uma implicação 
fuzzy intuicionista intervalar II pode ser obtida por funções de agregação intervalares 
e por (co)implicações intervalares. 

2.1. Implicações e coimplicações intervalares. 

 Seja U={[a1,a2] | 0≤a1,a2≤1 e a1,a2єR} o conjunto de todos os subintervalos de 

números reis em [0,1], tais que 0=[0,0]≤[a1,a2]≤[1,1]=1. As projeções l,r: U→U, são  

expressas por: l([a1,a2])=a1=inf(A)=A e l([a1,a2])=a2=sup(A)=Ā onde A=[a1,a2]єU.  

Uma função de agregação intervalar M:U2→U é uma função comutativa, 
isotônica em ambos os argumentos e satisfazendo as seguintes condições de 
contorno: M(0,0)=0 e M(1,1)=1. M é idempotente sempre que M(A,A)=A, se AєU. As 
funções ∩(A,B) =[min{a1,b1}, min{a2,b2}] e U(A,B)=[max{a1,b1},max{a2,b2}] 

Uma negação fuzzy N:U→U é uma função decrescente satisfazendo as 
condições N(0)=1 e N(1)=0. Se, além disso, é involutiva, N(N(A))=A onde AєU, então 

N é uma negação fuzzy forte. Neste trabalho, considera-se NS(A)=1-A=[1-a2,1-a1]. 

Uma (co)implicação intervalar (J)I:U2→U satisfaz as condições (J1)I1:  

I1. I(0,0)= I(0,1)=I(1,1)=1 e I(1,0)=0;   J1. J(0,0)=J(1,0)=J(1,1)=0 e J (0,1)=1. 

Seja N uma negação forte em U. Uma coimplicação IN:U2→U é uma função 
N–dual da implicação I:U2→U se, e somente se, IN(X,Y)=N(I(N(X), N(Y))). 

Sejam A={(x,MA(x))|xєX} e B={(y,MB(x))|yєY} conjuntos fuzzy intervalares 

definidos sobre os conjuntos X e Y, onde MA(x):X→U e MB(x):Y→U indicam funções 

de pertinência e os intervalos MA(x) e MB(y) determinam o grau intervalar de 

pertinência de xєX ao conjunto A e yєY ao conjunto B, respectivamente. Na LI, a 

regra condicional dada por (R1)“se xéA então yéB” pode ser definida por uma 
(co)implicação fuzzy intervalar, ou seja, I(MA(x),MB(y)) interpreta o grau de verdade e 
J(1-MA(x),1-MB(y)) o grau de não-verdade da condicional fuzzy referente a regra R1. 

2.2. Implicações fuzzy intuicionistas intervalares. 

 Seja Ũ={(X1,X2)єU2 
X1+X2≤1} sendo ≤(X1,X2)≤ sempre que (X1,X2)єU2. 

Uma implicação fuzzy intuicionista intervalar II:Ũ
2→Ũ satisfaz a condiçâo II1: 

I1.  II(,)=II(,)=II(,)= e   II(,)=; 

Sejam os conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares A={(x,MA(x),NA(x))|xєX} e 

B={(y,MB(y),NB(y))|yєY} definidos sobre os conjuntos X e Y, respectivamente. Sejam 

as funções MA,NA:X→Ũ e MB,NB:Y→Ũ tais que MA(x) e 1-NA(x) interpretam o grau de 

pertinência de xєX ao conjunto fuzzy intuicionista intervalar A e MB(y) e 1-NB(y) 

interpretam o grau de pertinência de yєY ao conjunto fuzzy intuicionista intervalar B. 

Ambas interpretações são consideradas nas funções de agregação intervalares 
M1(MA(x),1-NA(x)) e M2(MB(y),1-NB(y)), interpretando o grau intervalar de petinência 
de x em A e de y em B, respectivamente E, na cosntrução dual, as funções de 

agregação intervalares M3(1-MA(x),NA(x)) e M4(1-MB(y),NB(y)) interpretam o grau 
intervalar de não-petinência de x em A e de não-pertinência de y em B. 



 
 

Na LFI, a regra condicional dada por (R2) “se xéA então yéB ” pode ser 
definida por uma implicação fuzzy intuicionista intervalar. Tem-se as composições 
obtidas pela aplicação de pares de (co)implicações intervalares (I;IN) nas equações: 

I(M1(MA(x),1-NA(x)),M2(MB(y),1-NB(y))) e 1-I(M3(1-MA(x),NA(x)),M2(1-MB(y),NB(y))), 

interpretando o grau de verdade e o grau de não-verdade da condicional fuzzy 
referente a regra R2, respectivamente. 
 Na Fig.1, apresenta-se um diagrama comutativo com o relacionamento entre 
os funções e os conjuntos que definem os domínios e contra-domínios envolvidos na 
interpretação da condicional fuzzy R2  no contexto da extensão intervalar da LFI 
considerada neste trabalho. 

 

  
Figura 1. Interpretação da regra R2 por uma implicação fuzzy intuicionista intervalar. 

 
3 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Com base nas discussões estabelecidas na seção anterior, apresenta-se uma 
expressão para uma implicação fuzzy intuicionista intervalar II gerada por um 
conjunto finito MI de agregações e pares de funções duais intervalares duais (I;IN). 

3.1 Teorema. Sejam I uma implicação intervalar e IN a coimplicação intervalar 
associada a I pela negação forte N. Considere MI={Mi}iє{1,2,3,4} como um conjunto de 
funções de agregação intervalares idempotentes tais que para todo X,Yє U, tem-se: 

M1(X,Y) + M3(N(X),N(Y))≥[1,1]    e    M2(X,Y) + M4(N(X),N(Y))≤[1,1]. 

Então, para todo (X1,X2),(Y1,Y2)єŨ a função binária II:Ũ
2→Ũ é uma implicação fuzzy 

intuicionista intervalar definida por: 

II((X1,X2),(Y1,Y2))=I(M1(X1, N(X2)),M2(Y1, N(Y2))),IN(M3(N(X1),X2),M4(N(Y1),Y2)). 

Para melhor compreensão do Teorema 1, apresenta-se uma exemplificação: 

3.2 Exemplificação. Sejam as funções de agregação em definidas por: 

M1(X1, X2) = M3(X1, X2) = U(X1, X2)  e  M2(X1, X2) = M4(X1, X2) = ∩(X1, X2) 

Considere também a versão intervalar para a implicação de Kleene-Dienes e sua 
correspondente coimplicação, obtida a partir da negação forte NS , e expressas por: 

I(X1, X2) = U(NS(X1), X2)   e   IN(X1, X2) = ∩(NS(X1), X2). 

A versão intervalar para a implicação fuzzy intuicionista introduzida em 
ATANASSOV; GARGOV (1998) pode ser gerada aplicando o Teorema: 

II((X1,X2),(Y1,Y2))= [U(X2,Y1),∩(X1,Y2). 

4 CONCLUSÃO 
Os resultados obtidos com o uso de agregadores e pares de funções duais 

para definição de implicações fuzzy intuicionistas intervalares estendem o trabalho 
introduzido por BUSTINCE et al. (2004). Na continuidade, busca-se aplicação da 
expressão genérica introduzida no Teorema para análise das principais classes das 



 
 

implicações fuzzy. Esta análise pode fundamentar o estudo de dois importantes 
tópicos: (i) a aplicação de K-operators sobre (co)implicações para construção de 
implicações fuzzy intuicionistas intervalares (REISERBEDREGAL,2011a); (ii) a 
obtenção da representação canônica de implicações fuzzy intuicionistas intervalares, 
estendendo os resultados introduzidos em (REISER;BEDREGAL, 2011b) . 
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