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1 INTRODUGCAO

Este trabalho visa apresentar uma demonstracdo da conjectura de
Fermat, utilizando como ferramenta fundamental a teoria elementar de anéis.

O matematico francés Pierre de Fermat (1601-1665), baseado nas
suas observacdes das propriedades dos numeros inteiros, destacou que o0s
nameros primos da forma 4k + 1, com k /¥ adequado, podem ser escritos como
soma de quadrados de dois inteiros, como mostra a seguinte tabela:

Primos 2 3 5 7 11 13 17
4k+1 5=4.1+1 13=4.3+1 | 17=4.4+1
4k+3 3=4.0+3 7=4.1+3 | 11=4.2+3

Soma de
quadrados
de dois
inteiros

2=12+ 12 5=12 + 22 13=22+ 32 | 17=12 + 42

Desta forma, Fermat conjecturou e demonstrou o seguinte teorema:

Um numero primo = é a soma de quadrados de dois inteiros se, e somente se,
# =2 ou ¥ € um numero primo do tipo 4k + 1, com & &.¥ adequado.

Para a demonstragcdo que faremos utilizaremos cinco lemas e duas
proposicdes, envolvendo teoria de grupos e teoria dos nameros, que servirdo de
suporte para, juntamente com a teoria elementar de anéis, construirem a
demonstracao deste teorema.

2 METODOLOGIA (MATERIAL E METODOS)

Num primeiro momento fez-se necessario uma busca, ap0s um
estudo da teoria de grupos e da teoria dos numeros, de teoremas que fossem
utilizados na demonstracdo desta conjectura, com o objetivo de ndo tornar a
mesma uma prova extensa demais.

Para o desenvolvimento desta demonstracdo fez-se necessario
também um conhecimento prévio das seguintes estruturas algébricas:
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e Dominios Euclidianos

¢ O anel dos inteiros Gaussianos:

(ZT1i),+..), onde Z[t] = {a+ difa be F=i* = —1}, € as operacles de soma e
multiplicacdo sdo definidas por: {a + &) +(c + dt)j=(a + )+ (& + &)1 €
{a + bil{c + di) = |a.c- h-.r:E:I + (b.c + a.d)t,com (a + bi),{c + di}e Z[t];

e Dominio de fatoracdo Unica

Lemas e proposi¢gdes que serdo utilizados na prova do teorema:
Lema 1: Se z + bkt & Z[t] ndo é inversivel, entdo a® + b= 1.

Lema 2: Seja » um numero primo e suponhamos que para algum inteiro ¢ que
seja relativamente primo com p, existem x, ¥ = Z tais que x* 4+ ¥* = ¢z. Entdo p

pode ser escrito como soma de quadrados de dois inteiros.

Lema 3: Seja p um inteiro primo da forma 4k +1, onde & £Z Entdo a
congruéncia x* a— 1 (mod p) tem solucdo em Z.

Lema 4: Seja & = {81, 92...,8n} UM grupo abeliano finito com ordem
|¢| = =+ 1. Suponha que & tenha exatamente um elemento de ordem dois,
digamos g;. Entdo &.g1. g2 ... Hn= J1.

Lema 5 (Teorema de Wilson): Seja » um primo impar. Entdo temos que
(p— 1) =—1 (mod p).

Proposicao 1. Um numero inteiro primo p pode ser escrito como soma de dois
quadrados se, e somente se, p se fatora num produto de dois elementos nao
inversiveis de ZT{].

Proposicao 2: Todo numero inteiro primo do tipo 4k + 1, onde k = .2, € a soma de
quadrados de dois inteiros.

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este estudo mostra mais uma aplicacdo da teoria elementar de anéis na teoria de
nameros, no que diz respeito ao problema de representacdo de inteiros como
soma de poténcias (neste caso quadrados). Estes problemas vem intrigando os
matematicos desde o século XVIII e tais resultados motivam estudos mais
avancados na teoria de anéis e que proporcionam novas aplicacbes além de
desenvolvimento de novos resultados.

4 CONCLUSOES

Apés a estruturagdo desta prova e a verificacdo de sua veracidade,
nota-se o quao Util vem a ser a teoria de anéis, mostrando-se mais uma de suas
aplicacbes. Esta ultima tem, por sua vez, o objetivo principal de descobrir
propriedades dos nuameros inteiros e, principalmente, dos nameros primos. Os
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resultados alcangados nestes tOpicos de pesquisa tém encontrado ampla
aplicacdo, como pode-se verificar, nas areas de criptografia e codigos corretores
de erros (fundamentais para seguranca de dados).
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