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1. INTRODUÇÃO 
 

Os sistemas oscilatórios podem ser estudados mediante equações 
diferenciais ordinárias lineares de segunda ordem, provenientes da aplicação de leis 
físicas, como as leis de Newton, leis de Hooke e hipóteses, tais como amortecimento 
proporcional à velocidade. 

Trataremos aqui das oscilações livres, que são representadas por equações 
diferenciais ordinárias lineares homogêneas de 2ª ordem, cujas raízes 
características fornecem as freqüências natural e amortecida, a fase e a amplitude 
do movimento, no caso subamortecido. 
 
 
2. MATERIAIS E MÉTODOS 
 

Consideremos um sistema massa-mola composto por uma massa m acoplada 
a uma mola cuja constante elástica é k, conforme Figura 1. Na parte (a) da Figura, 

tem-se a mola de comprimento l  suspensa na vertical. Na parte (b), observa-se que 

o corpo de massa m  deforma a mola em um comprimento igual a l , de modo que 

ocorre o equilíbrio entre a força restauradora da mola e o peso do corpo na posição 

0x . Na parte (c), observa-se que a mola exerce uma força para cima igual a 

kxmgkxlkxlk )( , sendo x a elongação (ou compressão) da mola. Logo, 

a força resultante é igual a  kxmgkxmg )( . 

 

 
     Figura 1 - Representação do diagrama de forças de um sistema massa-mola 

 

Considerando )(txx  e a segunda lei de Newton, obtém-se:  

 

                  )()('' tkxtxm .                                                                          (1) 

 



 

2.1. OSCILAÇÕES LIVRES SEM AMORTECIMENTO 
 

Este é o caso descrito por (1), que resulta na seguinte equação diferencial:  

0)()('' tkxtxm .                                     (2) 

 
Como a equação característica associada à equação (2) é 

           02 kmd ,                                                           (3) 

 
a solução geral de (2) é: 

)(sen)cos()( 0201 tctctx ,                               (4) 

 

onde x(t) é a posição da massa em relação à origem do sistema de referência, 1c  e 

2c  são constantes arbitrárias, a quantidade 0
m

k
 é denominada a freqüência 

natural do sistema. 

 Chamando 2
2

2
1 ccR , este número dá a amplitude da oscilação; mediante 

esta relação pitagórica, pode-se impor a condição que )cos(1 Rc  e )(sen2 Rc , 

donde )/arccos( 1 Rc  é denominada a fase do sistema. Assim, 

  )cos()(sen)(sen)cos()cos()( 000 tRttRtx .             (5) 

 

Essa solução é periódica, com período 
0

2
T . Este movimento periódico é 

chamado movimento harmônico simples. 
 
 
2.2. OSCILAÇÕES LIVRES COM AMORTECIMENTO 
 

Agora, em se tratando de oscilações amortecidas, a equação diferencial para 
o movimento da massa é  

0)()()('' tkxtxtxm                                 (6) 

 

onde o termo )(' tx  corresponde ao amortecimento da oscilação, que supõe-se 

proporcional à velocidade da mola. 
A equação característica associada à equação (6) é: 

02 kdmd ,                                                             (7)   

             

com,   km42 .                                                                       (8) 

 
Sendo assim, devemos considerar três casos: 

1º) Se ∆ >0, temos as seguintes raízes: 

m
d

2
2,1 ,                                                                             (9) 

 
portanto, a solução geral de (6) será 

tdtd
ecectx 21

21)( .                                                                      (10) 



 

 
2º) Se ∆ =0, a solução geral de (6) será 

mtmt tecectx 2/

2

2/

1)( .                                                           (11) 

 

3º)  Se ∆<0, a solução geral de (6) será 

)cos()( 21

2/ tsenctcetx mt ,                                                          (12) 

  

onde 
m

km

2

4 2

. É importante observar que μ é chamado de freqüência 

amortecida. Escrevendo 2

2

2

1 ccR , com )cos(1 Rc  e )(sen2 Rc , obtemos 

)/arccos( 1 Rc , e então: 

)cos()coscos()( 2/2/ teRtsenRsentRetx mtmt                 (13) 

 
Em todos os casos as soluções x(t)→0 quando t→+∞, sendo assim, no primeiro 
caso o movimento é chamado super amortecimento, no segundo amortecimento 
critico e no terceiro sub amortecimento. 
 
3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 

A partir do exposto acima, serão apresentados exemplos de oscilações livres, 
com e sem amortecimento, ilustrados através de representações gráficas que 
permitirão uma comparação entre os comportamentos das soluções, 
especificamente, da solução de um oscilador harmônico simples e um oscilador 
subamortecido. 
 
Exemplo 1: Sabendo que o problema de valor inicial que descreve um sistema 
massa-mola é dado por: 02x''x , com condições iniciais 1(0)x  e 0(0)'x . 

A solução gráfica de t  versus x , Gráfico 1, é mostrada a seguir: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Gráfico 1: Solução do sistema massa-mola 
livre não amortecido. 

 

 

Neste exemplo temos que a amplitude 

101 222

2

2

1 ccR ,  

a freqüência  ω0=
m

k
= 2 , 

a fase δ=arccos(c1/R)=arcos1=0
 
e o  

período 2
ω

2

0

T . 

 
 
Exemplo 2: Sabendo que o problema de valor inicial que descreve um sistema massa-
mola é dado por: 084 x'x''x , com condições iniciais 1(0)x  e 0(0)'x . 

A solução gráfica de t  versus x  é mostrada na figura abaixo. Neste caso, 

como 016321618444 22 km , temos um movimento subamortecido.



 

 

 
Gráfico 2: Solução do sistema massa-mola 
livre com amortecimento 

 

 
 
Neste exemplo temos que a amplitude 

211 222

2

2

1 ccR ,  

a freqüência ω0=(k/m)1/2= 8 , 

a freqüência amortecida 

0ω82
2

1632

2

4

m

km 2

, a 

fase δ=arccos(c1/R)= arcos( 2/2 )=
4  

e  o período 
8

2
T  

 
4. CONCLUSÕES 
 
 Uma vantagem de expressar as oscilações em termos de equações 
diferenciais é que podemos resolver de maneira fechada tais oscilações. 
Posteriormente, pode-se estabelecer analogias entre sistemas físicos oscilantes 
diferentes, tais como um pêndulo simples com pequenas oscilações e até com 
circuitos elétricos, ou seja, entre sistemas mecânicos e elétricos. Portanto, através 
deste trabalho mostramos exemplos de aplicações das equações diferenciais 
lineares de 2ª ordem, onde trabalhamos com oscilações livres, discutindo sobre o 
comportamento de suas soluções gráficas e analisando as diferenças entre os casos 
com e sem amortecimento.  
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