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1. INTRODUCAO

Os sistemas oscilatérios podem ser estudados mediante equacdes
diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem, provenientes da aplicacédo de leis
fisicas, como as leis de Newton, leis de Hooke e hipéteses, tais como amortecimento
proporcional a velocidade.

Trataremos aqui das oscilagdes livres, que sao representadas por equacdes
diferenciais ordinarias lineares homogéneas de 22 ordem, cujas raizes
caracteristicas fornecem as freqiiéncias natural e amortecida, a fase e a amplitude
do movimento, no caso subamortecido.

2. MATERIAIS E METODOS

Consideremos um sistema massa-mola composto por uma massa m acoplada
a uma mola cuja constante elastica é k, conforme Figura 1. Na parte (a) da Figura,
tem-se a mola de comprimento | suspensa na vertical. Na parte (b), observa-se que
o corpo de massa m deforma a mola em um comprimento igual a Al, de modo que
ocorre o equilibrio entre a forca restauradora da mola e o0 peso do corpo ha posi¢ao
x=0. Na parte (c), observa-se que a mola exerce uma for¢ca para cima igual a
k(Al-x)=KkAl—-kx=mg—kx, sendo x a elongacdo (ou compresséo) da mola. Logo,
a forga resultante é igual a (mg —kx) —mg = —kx.
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Figura 1 - Representacdo do diagrama de forgas de um sistema massa-mola

Considerando x = x(t) e a segunda lei de Newton, obtém-se:

m X" (t) = — kx(t) . 1)
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2.1. OSCILACOES LIVRES SEM AMORTECIMENTO

Este é o caso descrito por (1), que resulta na seguinte equacao diferencial:
m X" (t) + kx(t) =0. (2)

Como a equacdo caracteristica associada a equagao (2) é
md® +k=0, (3)

a solucéo geral de (2) é:
X(t) = ¢, cos(w,t) + c,sen(a,t), (4)

onde x(t) é a posicdo da massa em relagdo a origem do sistema de referéncia, c; e

o g : /k . , A
C, sao constantes arbitrarias, a quantidade ,|— =, € denominada a frequéncia
m

natural do sistema.

Chamando R =4/c? +c5 , este nimero d& a amplitude da oscilagéo; mediante
esta relacdo pitagorica, pode-se impor a condi¢cdo que c, = Rcos(d) e ¢, = Rsen(d),
donde ¢ =arccos(c, /R) € denominada a fase do sistema. Assim,

X(t) = R €os(5) cos(w,t) +sen(s) sen(a)ot)} Rcos(w,t - 9). (5)

~ . . 2r . e
Essa solugéo é periddica, com periodo T =— . Este movimento periodico é
W,

chamado movimento harmdnico simples.

2.2. OSCILACOES LIVRES COM AMORTECIMENTO

Agora, em se tratando de oscilagdes amortecidas, a equacao diferencial para
0 movimento da massa é
mx"(t) +yx'(t) +kx(t) =0 (6)

onde o termo y X'(t) corresponde ao amortecimento da oscilacdo, que supde-se
proporcional a velocidade da mola.
A equacéo caracteristica associada a equacéo (6) é:
md®+yd+k=0, (7)

com, A =y* —4km. (8)

Sendo assim, devemos considerar trés casos:
1°) Se A >0, temos as seguintes raizes:
—-yx JA

d.. =
L2 2m

9)

portanto, a solucéo geral de (6) sera
x(t) = c,e™ +c,e®. (10)
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2°) Se A =0, a solucao geral de (6) sera
x(t) =c,e 7™ +c,te 72" (11)
3°) Se A<O0, a solucéo geral de (6) sera
x(t) =e7"*(c, cosut +c,senut), (12)
Jakm—y2 . A
onde u= —om E importante observar que p € chamado de freqiéncia
m

amortecida. Escrevendo R=,/c/ +¢5, com ¢, =Rcos(®) e ¢, =Rsen(s), obtemos
o =arccos(c, / R), e entdo:
x(t) = e 7*"(Rcoss cos ut + Rsend senut) = Re™”*" cos(ut — &) (13)

Em todos os casos as solugdes x(t)—0 quando t—+«, sendo assim, no primeiro
caso 0 movimento € chamado super amortecimento, no segundo amortecimento
critico e no terceiro sub amortecimento.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A partir do exposto acima, serdo apresentados exemplos de oscilacdes livres,
com e sem amortecimento, ilustrados através de representagBes graficas que
permitirdo uma comparacdo entre 0s comportamentos das solucdes,
especificamente, da solugdo de um oscilador harménico simples e um oscilador
subamortecido.

Exemplo 1: Sabendo que o problema de valor inicial que descreve um sistema
massa-mola é dado por: X'+2x=0, com condi¢des iniciais x(0)=1 e x (0)=0.
A solucdo grafica de t versus x, Grafico 1, € mostrada a sequir:

Neste exemplo temos que a amplitude
R=c? +c =412 +0? =1,

0 2 4 6 8 10
! a frequiéncia wo= \/% 2,
a fase 6=arccos(ci/R)=arcos1=0e 0
r periodo T _m_ 2z

®g

Gréfico 1: Solugdo do sistema massa-mola
livre ndo amortecido.

Exemplo 2: Sabendo que o problema de valor inicial que descreve um sistema massa-
mola é dado por: X'+4x +8x=0, com condi¢des iniciais x(0)=1e X (0)=0.

A solucdo grafica de t versus x € mostrada na figura abaixo. Neste caso,
como A=y® —4km=4%-4.8-1=16-32=-16 <0, temos um movimento subamortecido.
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Neste exemplo temos que a amplitude

0 R=c?+c =v1? +1> =2,
a frequéncia wo=(k/m)1/2= V8,
05 a freqiiéncia amortecida
Jakm=y%  J/32-16
0.4 H= om = 5 :2<\/§:wo,a
. fase 6=arccos(ci/R)= arcos(\/EIZ):%

. 21
e operiodo T=—=<rx
d T o~ 3 ! \/g

t
Gréfico 2: Solucdo do sistema massa-mola
livre com amortecimento

4. CONCLUSOES

Uma vantagem de expressar as oscilacbes em termos de equacles
diferenciais é que podemos resolver de maneira fechada tais oscilacdes.
Posteriormente, pode-se estabelecer analogias entre sistemas fisicos oscilantes
diferentes, tais como um péndulo simples com pequenas oscilacdes e até com
circuitos elétricos, ou seja, entre sistemas mecanicos e elétricos. Portanto, através
deste trabalho mostramos exemplos de aplicagcbes das equacdes diferenciais
lineares de 22 ordem, onde trabalhamos com oscilacdes livres, discutindo sobre o
comportamento de suas solugdes graficas e analisando as diferencas entre os casos
com e sem amortecimento.
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