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1 INTRODUCAO

O estudo de conjuntos densos na reta real faz parte de uma area da
matematica chamada topologia. Entretanto nem todos os autores de livros que
englobam esse tema apresentam demonstracfes detalhadas sobre o assunto. O
objetivo deste trabalho é apresentar tal demonstracdo sobre o fato de o E— @ ser
denso em R. Assim, visando a meta proposta teremos que nos valer de que E é um
corpo ordenado completo. Como as nocdes de corpo e corpo ordenado, possuem
interesse algébrico préprio, e isso foge do objetivo desse artigo, apenas citaremos
essas definicbes e algumas propriedades pertinentes para que mostremos a
existéncia de um numero irracional entre quaisquer dois numeros reais dados.

2 MATERIAL E METODO

O método utilizado para a realizagdo deste trabalho foi a pesquisa em
livros e artigos que introduzem e exploram o conjunto dos nimeros reais.

Nosso objetivo é propor uma demonstracdo detalhada de que o conjunto
dos numeros irracionais € denso na reta. Visando essa meta, iremos expor
definicbes as quais encontramos na bibliografia matemética.

Definicdo 1: Um corpo € um conjunto K, munido de duas operacdes,
chamadas adicdo (+) e multiplicacdo (.) que satisfazem as seguintes condi¢des,
chamadas axiomas do corpo.

(Y#m+t¥ltz=a+(yt oL ¥ar.zc K

(i) x+p=p+uaypF K

(i) Existe ¢ € Ktalque s+ @ =x,¥HE K.

(iv) Dado % € K, existe (—=) € K tal que x+ (—x) = 0.

(V) (my)em = m (yoz), ¥ pz € K.

(Vi) ¥ = wa¥ay e K

(vii) Existe 1€ K, talque, 12 e xl=x%i€ K

(vii) Dado = € K, == 0 , existe (x™*) €Ktal que mx™* =1

(iX) m(y+ =z =ny+ung Yoy eK,

Um exemplo desse tipo de estrutura algébrica € o conjunto dos nameros
reais, no qual concentraremos Nnossos estudos.
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Definicdo 2: Um corpo ordenado é um corpo K, no qual se destacou um
subconjunto F—EK, chamado o conjunto dos elementos positivos de K, tal que as
seguintes afirmacdes sao satisfeitas:

Seja, & ¥ e P xi+ycFexyeP

Dado =& K, exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre: ou
x=0,ouxeE Fou=-xe F.

Num corpo ordenado K, escrevemos x =< ¥, para significar que
¥ awCl ex=y pararepresentarque y =< 0]}

Decorre da definicdo de corpo ordenado as seguintes propriedades as
quais omitiremos suas demonstracdes:

Ol-Sex=yev=zentdox=z

O2- Dados =¥ € K ocorre exatamente uma das seguinte alternativas: ou
W=y EHaFOoUy«=wE

03- Se x < ¥, entdo, paratodo z €K, tem-se x +z < v+ 1.

0O4- Se x < ¥, entdo, para todo z = 0 € K, tem-se x.z = ¥.z. Se, porém,
forz = 0cC K, entdo x = ¥ implica .z « x.z.

Obs. 1: Em um corpo ordenado também temos que se, x€ K, > 0,
entdo, x~t = 0.

Obs. 2: O principio da boa ordenacao (P.B.O) conhecido em M, aliado a
definicdo de corpo ordenado nos permite provar que se X EX = &I for limitado
inferiormente, entdo X possui um menor elemento.

Definicdo 3: Um conjunto XzZE diz-se limitado superiormente quando
existe algum k& € & tal que = = b, ¥ € R . Neste caso dizemos que b é uma cota
superior de X.

Definicdo 4: Um conjunto XcRE diz-se limitado inferiormente quando
existe algum c € K tal que == ¢ ¥= € K . Neste caso dizemos que c¢ € uma cota
inferior de X.

Quando um conjunto é limitado superiormente e inferiormente dizemos
que esse conjunto é limitado.

Definicdo 5: Seja XcR,X=Z, limitado superiormente. Um nimero, b€ K
chama-se o supremo do conjunto X, quando é a menor das cotas superiores de X.

Definicdo 6: Seja XcR,X=ZF, limitado inferiormente. Um numero, c€ K
chama-se o infimo do conjunto X, quando € a maior das cotas inferiores de X.

Definicdo 7: Um corpo ordenado K chama-se completo quando todo
subconjunto ndo vazio, limitado superiormente possui supremo em K.

Resulta da definicdo 7 que em um corpo ordenado completo todo o
subconjunto ndo vazio, limitado inferiormente possui infimo.

Axioma: Existe pelo menos um corpo ordenado completo, B, chamado
corpo dos numeros reais.

Proposicdo: M = K ndo é limitado Superiormente.

Dem.: Suponha, por absurdo, que B ¢é limitado superiormente. Os
axiomas de Peano garantem que B = &F. Deste modo, temos que N possui supremo.

Seja ¢= sup (M). Assim pela definicio 5, temos que existe = €N tal que C—1<n,
Pela propriedade O3, temos que ¢+ n+ 1 € M, o que é um absurdo. Logo conclui-se
que M é ilimitado superiormente.

Teorema 1: Num corpo ordenado K, as seguintes afirmacdes sao
equivalentes:

() W < K é ilimitado superiormente.

(i) Dados =¥ € K, com = » 0, existe n€ [ tal que n.z = y.
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(iii) Dado = & K, = = 0, existe nF M tal que @ « %-ﬂ: x.

Dem.: ((i) — (ii)) Sejam =x,¥€ K, com x>0, Como M<K é ilimitado
superiormente, vem que existe n€ M, tal que, = :ng. Por O4, juntamente com a
observagao 1, temos que .z s ¥,

((ii) — (iii)) Seja =€ K, == @, por (i) temos que existe n€ M tal que
n.x > 1. Logo, temos a seguinte seqiéncia de desigualdades: @ = éac: x.

((iii)—(i)) Seja =€ K, == &, pela observacao 1, temos que ;f:w 0. Logo, por
(i) existe e H tal que €« %cz:i Donde vem que, X<N, ou seja, M é ilimitado
superiormente. ¢

Um corpo ordenado K é denominado arquimediano quando nele é valida

qualquer uma das 3 condi¢Bes enunciadas no teorema 1. Assim, temos que R é um
corpo arquimediano.

Lema 1: +Za@.
Dem.: Suponha por absurdo que y2=@, logo existem r,s=E, primos entre

si, com = = fI, tais que \/_:L. Ou seja, 2s* =r* pa ultima igualdade, vem que 2|
s

r’ e desse fato, segue-se que 2| r. Agora, como 2|r e 2s® =r?, infere-se que, 2| =.
Mas isso contraria o fato de r e = serem primos entre si. Logo inferimos que
VZER—@. ¢

Lema 2: Se m,p € ¥, entéo, %»ﬁﬁf@.

Dem.: Suponha, por absurdo, que %ﬁe@, com m,p € . Logo existem
r,e € E, g @, tais que, m\/i :L. Donde vem que, \/_:m, ou seja, ¥Z=w, 0 que é
p S sm

um absurdo! Logo % ‘Ze@ quando m.p € E°. ¢

Definicdo 8: Um conjunto XK chama-se denso em R quando dados
arbitrariamente, a, b€, com a <. b. Existe x€X, tal que, a= x = b,

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Teorema 2: O conjunto dos numeros irracionais é denso em R

Dem.: Sejam a.h&®, com a= h. Da desigualdade anterior vem que
o =2 & —w, logo existe um ndmero natural p, tal que, @ = iac: t;,f (teorema 1), ou seja,
=

. 53
":J—‘~=: b — a. Consideremos o conjunto 4 — {m € El%&}. Pelo lema 2, temos que se

m = @, entao, % Zz@. Notamos que o conjunto A é ndo vazio, pois como M é

ilimitado superiormente, existe um numero natural k, tal que, k == g|&|, e constamos
sem dificuldade que k £ A. Portanto, A = &, além disso, como R é arquimediano e A
7 . ~ . , . . .. . . T

€ um conjunto ndo vazio de nameros inteiros limitado inferiormente por ﬁ, logo

temos que possui elemento minimo (vide Obs.: 2).
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'F -
Seja my T &, my; = menor elemento de A, entdo, 5‘:‘—& Abriremos a

analise em dois casos distintos que seguem:
1° caso: my, + 1.

(=150 .
Como my=my—1, temos que, ﬂrg&f‘ k. Afrmamos que,

a —F'Fiac: B. Com efeito, se ndo fosse assim teriamos ﬂ%saﬁ EEEF';—‘ o)

que implica em %Eh— a (contradicdo!) Logo o numero irracional —mﬁ';& pertence

ao intervalo (a, k).
2° caso: iy = L.
Se my =1, temos que h = 0, pois caso contrério, teriamos que mg = 1.

Agora, como mgy =1, pela propriedade do conjunto &, vem que, b'—‘?ih Afirmamos

que existe | € M, tal que -a &. De fato, suponha, por absurdo, que

= b,¥j € H, Iogo —=—p=1]% € M, donde vem que ¥ é limitado superiormente o
que € um absurdo, Iogo a afirmacao foi provada.

Seja BE— {15 H|:—3r¢: k}. Como E = &, pelo P.B.O. vélido em M, temos
que E possui um menor elemento, o qual denominamos j;. Afirmamos que

53 53
n rc:k Com efeito, se ndo fosse assim, teriamos — ﬂufs:hﬂﬂi';—‘, 0 que

'*lz- Py

g3 e
|mpl|ca em Zo (L E=F_ Ty g (contradicao!). Logo o numero irracional

pile B 2 F’"la
pertence ao intervalo (a.h), desde que as condi¢cdes do segundo caso sejam

+1;.
satisfeitas. ¢

4 CONCLUSOES

Concluimos que é possivel apresentar uma demonstracéo para o fato de o conjunto
dos nameros irracionais ser denso na reta real sem omitir passos e de modo que
seja entendivel a boa parte da comunidade. Esse cuidado implicaria diretamente no
auto entendimento de conceitos necessarios para um avancgo na area de
matematica.
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