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1 INTRODUCAO

Nos ultimos tempos tem aumentado de maneira significativa a preocupacao
com relacdo a problemas ambientais gerados pelos processos industriais,
geracdo de energia e tratamento de rejeitos. Em cidades onde se concentra um
alto indice populacional e industrial, os problemas sdo ainda maiores devido a
uma maior atividade humana gerando residuos, denominados poluentes, que
causam impactos indesejaveis ao meio ambiente.

Uma questdo de suma importancia € com relacdo a &agua, pois sua
disponibilidade no planeta € limitada. A 4gua doce esta cada vez mais escassa e
seu valor estd cada vez mais alto devido ao aumento da necessidade de consumo
para diversos usos, fazendo com que a escassez da mesma torne-se o principal
foco das discussbes sobre poluicdo ambiental. Atribuem-se como principais
fatores que contribuem para a degradacdo dos corpos hidricos: a falta de
saneamento basico, o lancamento de efluentes industriais ndo devidamente
tratados, projetos de irrigacdo, o desmatamento e a exploracdo dos recursos
hidricos para fins energéticos.

Devido aos fatores expostos, torna-se de extrema importancia estudos
sobre o controle qualitativo e quantitativo das aguas. Com o0 avango
computacional, a modelagem matematica surgiu como uma alternativa para
prever o comportamento dos escoamentos e dispersdo de poluentes. Tais
modelos matematicos contribuem em projetos de estacfes de tratamento de
esgoto, na determinacdo da influéncia de obras hidraulicas na qualidade da agua,
vazamentos acidentais de residuos toxicos e etc.

Neste trabalho apresentaremos um modelo bidimensional em regime
permanente para a dispersdo de poluentes em rios e canais. Neste primeiro
trabalho nosso objetivo principal é apresentar a solucdo deste problema que sera
obtida analiticamente pela técnica GILTT (do inglés “Generalized Integral Laplace
Transform Technique”) (Buske, 2008; Moreira et al., 2009). A GILTT € usada para
prever o comportamento do poluente dispersado, sendo este um método
espectral que combina uma expansdo em série com uma integracdo. Na
expansao, € usada uma base trigonométrica determinada com o auxilio de um
problema associado de Sturm-Liouville. A integracéo é feita em todo o intervalo da
variavel transformada, fazendo proveito da propriedade de ortogonalidade da
base usada na expansao. A solucao do sistema EDO resultante da aplicacao da
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GILTT é feita analiticamente via transformada de Laplace e diagonalizacdo. A
derivacéo da solucdo do problema é analitica exceto pelo erro de truncamento.

2 METODOLOGIA (MATERIAL E METODOS)

Neste trabalho apresentaremos uma solugdo para um problema
bidimensional no plano longitudinal e vertical em regime permanente que modela
a dispersédo de poluentes em rios e canais. A formulacdo do problema em forma
adimensional encontra-se abaixo:
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onde « é a velocidade de escoamento longitudinal; € € a concentracdo

adimensional do poluente; £z a difusividade adimensional; 4 o coeficiente de
reacdo quimica adimensional; Z e X as coordenadas espaciais adimensionais,

definidas por Z =§; X =E e 4 a profundidade do rio. A equacdo (1) esta sujeita
as seguintes condi¢des de contorno:
&¢c

E:ﬁ em Z=0e Z=1

€(0,2) = 8(Z — Z;)

A equacdao (1) é resolvida utilizando a técnica GILTT. Inicialmente, expandimos a
concentracdo de poluentes da seguinte forma:

CiX,Z) = Z8. o €. (A0, (Z) )

onde . (Z)= cos (F.Z} com £, =nm(n=012..), sdo as autofuncdes e
autovalores do problema de Sturm-Liouville associado ao problema original.

Para encontrarmos a solugéo da variavel transformada & (X) substituimos
a eqg.(2) na eq.(1) e em seguida fazemos uso da propriedade de ortogonalidade
das autofungbes e integramos o0 resultado em todo o dominio, ou seja,

multiplicamos pelo operador _f;'i T, (23 E. Assim:
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Definindo:

E(X) o vetor cujas componentes sdo €, (X)



. X1 X e
By N & 700

1

By = —Th [ i, (Z D (Z)dZ
w3

1

L L
20, (22 = 1 | (206, (22
[ ] 1

bun = =2 [ e @0 (2102 +

teremos em notagc&do matricial o problema transformado:
E'(X)+FEX)=10 ®3)
onde F = A™*F . A equacdo (3) possui condicao inicial E(0) = ¢ (@).

Para obtermos E(@) utilizamos a condicdo inicial do problema (1) e
aplicamos o0 mesmo procedimento anterior. Temos entao:

i
€(0,2)=8(Z—-Z,) = ZEﬂ{a}y&ﬂ{z}
w=0

Se multiplicarmos pelo operador _f;'{ Ik (Z7dZ e usarmos a propriedade de
ortogonalidade de autofuncdes vamos obter o resultado:

Co(0) maf, (Z,) paran =0 e &, (0) = 2 (Z,]) paran = 0.

O problema transformado (3) sera resolvido analiticamente aplicando a
técnica da transformada de Laplace:

sE(s) | FE(s) = E(0) 4)

A seguir, utilizaremos o processo de diagonalizacdo a matriz F, ou seja,
reescrevemos a matriz F como F=6GPE™* onde D é a matriz diagonal de
autovalores da matriz F e G é a matriz dos respectivos autovalores. Substituindo F
na eq.(4):

sE(s) + ARG R(S) = R(0) = F(=) = A(sF 4 FY"'q~1R(0)
Aplicando a transformada inversa de Laplace na equacao anterior obtemos:

E(X)=GL (sl + F) "} *E(0)

onde : £ (sl 4+ F) Y} =H(X) =

Y

E-&L‘x' i ﬂ ]
N e

ou seja:
E(X) = GH(X)6E(0). (5)

Portanto a equacao de concentracdo do poluente estd bem determinada,
uma vez que o vetor (X} agora é conhecido (Eq. (5)).
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3 CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi apresentar uma solugcdo analitica para um
modelo de dispersdo de poluentes em rios e canais. NOSSO proOXimo passo €&
implementar computacionalmente a solugdo obtida, em linguagem Fortran, e
comparar os resultados obtidos com dados da literatura (Barros, 2004). Cabe
salientar que a solucdo obtida por Barros € semi-analitica. Em Barros a técnica
utilizada para resolver o mesmo problema é a técnica da transformada integral
generalizada (GITT) e o problema transformado (Eq. (3)) é resolvido via
subrotinas numeéricas.
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