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1 INTRODUGCAO

Séries infinitas representam um assunto atraente, visto que surgem,
naturalmente, da resolucdo de problemas de diversas areas do conhecimento. Nas
disciplinas de matematica universitaria, os testes mais sofisticados sao,
normalmente, omitidos por falta de tempo, embora representem técnicas importantes
na investigacdo do comportamento de séries. Além disso, a introdugéo de algumas
das técnicas avancadas permite entender melhor a l6gica da construcdo de testes,
suas interligagbes e suas limitagdes.

Os objetos deste estudo sdo séries numéricas ndo-negativas e alguns
testes para convergéncia colocados em ordem de complexidade: de mais simples e
conhecidos até mais sofisticados e menos populares (mas, ainda, importantes). Para
sistematizar a ordem de testes se utiliza a abordagem de Kummer.

Nessa apresentacdo, ilustramos a hierarquia analisada de testes de
convergéncia, utilizando a cadeia dos seguintes resultados: o teste da Razao (bem
conhecido), de Raabe e de Bertrand (mais finos), onde os ultimos possibilitam o
estudo do comportamento de varias séries, para as quais nao teriamos respostas
com testes mais simples. Vamos, também, mostrar a aplicacdo destes em alguns
exemplos, e comparar a velocidade de convergéncia das séries analisadas.

2 METODOLOGIA
2.1 Formulagdes de alguns testes

Teste da Razdo ou Teste de D’Alembert

, - . a
Seja a série Zan ,com a, >0, vne N. Suponha lim—% =D, logo:

nN—oo an
1) Se D<1, entdo ) a, converge
2) Se D>1, entdo ) a, diverge

Teste de Raabe

Seja Zan ,com a, >0, Vne N. Supondo lim n[ 4 _ J: R, temos:

=00 a'n+1

1) Se R>1, entdo ) a, converge
2) Se R<1, entdo ) a, diverge
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Observacao: E simples de ver que o teste da Raz&o é um caso particular
do teste de Raabe.

Teste de Bertrand

Seja Y a,, onde a,>0, YneN. Supondo limIn n[n( al —1}—1]= B,
n—o0 an+1

temos:
1) Se B>1, entao Zan converge

2) Se B<1, entdo ) a, diverge

Observacao: E facil de provar que o teste de Raabe é um caso particular
do teste de Bertrand.

2.2 Exemplos sobre os testes

: L o1y
Exemplo 1: Analisar o comportamento da série geométrica Z(—j :
n=1
Para esta série, podemos usar o teste da Razao:
5n

nso g n—ow 5”+1
n

= % <1, obtendo que a série converge.

Se uma série & convergente, significa que esta série possui uma soma
finita e que, quanto maior o indice n em s(n) (que representa as somas parciais
desta série), mais a série se aproxima desta soma.

Vemos a seguir o grafico das somas parciais aproximando-se da soma da
série geométrica. Observamos que, ja, para pequenos valores de n, estas somas
tendem com tamanha rapidez a soma s (pontilhada), que passa a impresséo de
realmente a alcancar.
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Exemplo 2: Verificar a convergéncia da serie harmonica Z—Z

n=1

Para esta série, o teste da Raz&o nao é aplicavel:

2 -2
lim &2 _ jim " |im(1+1j 1.
o 1 n

Mas podemos obter a convergéncia pelo teste de Raabe:
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2
lim n( &, —1} =lim n(u—lj =lim n(g+i2j =2>1.
n—oo a n—oo n n—oo n n

n+1
Abaixo vemos o grafico das somas parciais da série harmodnica
generalizada, onde a aproximacdo de s(n) a soma s se d4 mais devagar que a

série geomeétrica; isto é, a velocidade de convergéncia é mais lenta.

st prarindl 854

1 3 &8 T @& @ 1 & 7 W h o\ &= H & n
N n

. R 1
Exemplo 3: Determinar o comportamento da série Z(—\/_F
—\n—+/nJIn“n

n=2

Vemos que o teste de Raabe nao gera resultado para esta série:

. a . 1
limn —-1|=1-lim—————=1.
n—w (an+1 ] n—o [n + /n _|_1

Mas ao usar o teste de Bertrand, obtemos a convergéncia da mesma:

limlnn| n al -1|-1 =2—Iim|n—n:2>1.
n—w an+1 n—w n+1+\/ﬁ

Vejamos o grafico das somas parciais, convergindo ainda mais
lentamente que a série harmdnica generalizada.
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

O teste da Razao € baseado na comparacdo com séries geométricas.
Logo, ndo é uma surpresa que ele ndo pode ser aplicado as séries cuja
convergéncia € mais lenta que a das geométricas, como harmdnicas generalizadas
e derivaveis dessas. O teste de Raabe € destinado, em particular, para resolver este
problema. A sua formulacdo é baseada na comparacdo com as séries harménicas
generalizadas e, por isso, tem a forma mais refinada que o teste da Razdo. No
entanto, o teste de Raabe ndo permite tratar séries com convergéncia ainda mais
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lenta, o que leva a introducdo do teste de Bertrand, mais fino nesta categoria de
testes.

Para os exemplos anteriores, podemos calcular a diferengca s—s(n) =r(n),
onde r(n) é o residuo da série. Vemos os gréaficos de residuos das trés séries
apresentadas na figura abaixo:

B

Assim, observamos que quanto mais rapida a convergéncia da série, mais
rapido a diferenca s—s(n) =r(n) se aproxima de zero.

4 CONCLUSOES

Os resultados deste trabalho revelam a logica por trds da construcéo de
testes mais finos e a interligacdo entre diferentes critérios de convergéncia. Além
disso, é mostrado que a necessidade de aplicacdo de testes mais sofisticados esta
relacionada com a velocidade da convergéncia de seéries. Se a velocidade for
significativamente rapida, testes simples podem ser aplicados. Caso contrario,
quando o residuo de uma série se aproxima de zero lentamente, é necessario
aplicar testes mais finos.
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