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1 INTRODUGCAO

O estudo das séries, em matematica, tem grande importancia, tanto no
que diz respeito ao proprio desenvolvimento tedrico da matematica pura, quanto no
que diz respeito as aplicagfes deste estudo a outras areas do conhecimento, pois as
séries se desenvolvem, naturalmente, como caminhos na busca de solucfes para
problemas de diversas areas, tais como fisica, quimica, biologia e computacao.

Almejando obter uma visdo geral sobre o estudo das séries numericas
ndo-negativas, analisamos varios testes que auxiliam na descoberta sobre os
comportamentos destas; alguns, mais sofisticados do que os estudados durante a
graduacdo. Neste trabalho, usamos a seguinte sequéncia de testes na forma sem
limites: de D'Alembert, de Raabe e de Gauss.

Mostramos aplicagcdes destes testes em algumas séries, concentrando-
nos na analise da sua divergéncia. Com isso, apresentamos alguns exemplos de
séries onde estes testes geram respostas e, outros onde eles falham. Avaliamos as
somas parciais de cada série e comparamos as velocidades de divergéncia das
mesmas, construindo o gréfico dessas somas em fungdo do nimero dos termos
para melhor visualizacéo dos resultados.

2 METODOLOGIA

2.1 Testes sem limite para verificar o comportamento das séries

Seja Zan uma serie onde a, >0, Vne N, para cada teste abaixo.

2.1.1 Teste de D’'Alembert (ou Teste da Raz&o)

L ~ A
Supondo que é vélida a expressdo — =D,_, temos:

n

Se 3N, vn>N: D, <q, q<1, entdo a série converge.
Se 3N, vn>N: D, >1, entdo a série diverge.

2.1.2 Teste de Raabe
a o 1
-=1+—+0 — |, logo:
an+1 n n

Se o>1, entdo a série converge.
Se o<1, entdo a série diverge.

Suponha
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Observacdo: O teste de Raabe € uma generalizacdo do teste de

n

D'Alembert. Basta observar que o = n(Di —1J +0(1).

2.1.3 Teste de Gauss

a 6  ps .
Supondo que B I 5> onde 6>0 e ¢, é limitada, garantimos
n+l n n

que:
Se 1>1, entdo a série converge; porém, se 1<1, a série diverge.
Caso 41=1, se u>1, a série converge; mas, se u <1, a série diverge.

Observacéao: O teste de Gauss € uma generalizacdo do teste de Raabe.
Basta especificar A=1e u=o.

2.2 Algumas aplicacdes dos testes em forma de exemplos

2.2.1 Estudar o comportamento da série geométrica 22“ .
n=1
Para verificar a divergéncia desta série, utilizamos o Teste de D'Alembert:
2n+l

n — 2n

=2>1.

De acordo com este teste, a série diverge.

Observamos, abaixo, o grafico que representa as somas parciais desta
série. Notamos que, como a série diverge, suas somas parciais tendem a infinito, o
que € natural de esperar, pois a condicdo necessaria para convergéncia, que o
termo geral deve tender a zero, ndo é satisfeita.

Percebemos que os termos, conforme aumentam os valores de "n”,
aumentam também. Logo, ndo podia ser diferente: as somas desses termos,
parcialmente, devem aumentar, tendendo a infinito.

2.2.2 Verificar a convergéncia da série Y 2.4K-2n 1
~1.3.K -(2n-1) n
Temos que

a, _(2n+1)(n+1) 2n*+3n+1 .t

a,  (2n+2)n  2n2+2n 2n
Observe que
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D - _q_ N+l
" a, 2n2+3n+1
Mas lim D, =1, e, portanto, ndo existe constante q<1 tal que D, <q.

n—+o0

Assim, o teste de D'Alembert ndo € aplicavel.
No entanto, podemos utilizar o teste mais fino, proposto por Raabe,

12

G I
an+l n

porque

Isto €, a:% e 0(1] =0 na formulacdo deste teste. Concluimos, entéo,
n

gue a série é divergente.

Abaixo, temos o gréafico que expde as somas parciais da série analisada.
Aqui, ndo é tao facil perceber que as somas parciais tendem a infinito, pois isto se
dd mais lentamente. No entanto, se analisarmos essas somas para “n”
suficientemente grande, notaremos que elas tendem a infinito.

2.2.3 Analisar a série ' p(p+1)..(p+n-1) i onde p>0.

—~ n! nP

p p+1 -1
a" =M(l+lj =(1+£) (1+£) .
a,,g p+n n n n

Adequando a expresséao as condi¢cdes do teste de Raabe, temos

a

. :1+£+O 1 .

a n n?
No entanto, obtemos que o =1, 0 que é insuficiente para determinar o

comportamento da série. Porém, é possivel investigar o seu comportamento pelo

teste de Gauss, pois podemos ver, desta Ultima igualdade, que

a 6
S0+ 24 onde 5=1>0, A=1 pu=1.
an+1 n n g
Com isto, concluimos que a série diverge.
Atribuindo valores especificos para “p”, podemos construir os graficos das

somas parciais. Vemos abaixo a situagédo quando “p=2".

Note que

n+l
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Percebemos que o estudo de testes mais sofisticados, além de possibilitar
a analise de séries mais complexas, permite esclarecer a hierarquia de testes para
séries ndo-negativas, obtendo, assim, uma visdo geral sobre a investigacdo
detalhada das séries numéricas e especificando a area de aplicabilidade de
diferentes testes.

Nos exemplos trabalhados, como as séries divergem, notamos que 0s
gréficos das suas somas parciais tendem a infinito, cada uma a seu modo. E,
exatamente, este tipo de comportamento, o qual evidencia propriedades
particulares, que permitird escolher o teste mais adequado para a demonstracdo
relativa a divergéncia.

4 CONCLUSOES

De acordo com a analise feita nos exemplos, elaborados para mostrar a
area da aplicabilidade dos testes, e levando em conta a experiéncia adquirida com
as estruturas dos testes apresentados, concluimos que a velocidade da
tendéncia ao infinito em cada série divergente, determina a necessidade de
aplicacdo detestes mais finos. Quanto mais lenta essa tendéncia e, por
conseguinte, menos visivel aos primeiros termos, mais refinados serdo os testes que
designardo o seu comportamento.
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