XVIII v%{ Evoluir sem extinguir:

C I XI ENPOS %ﬁf por uma ciéncia do devir
I MOSTRA CIENTIFICA L vty

X

Uma demonstracao do Teorema Fundamental da
Algebra através do Teorema de Cauchy-Goursat

BECK, Vinicius Carvalho'; SUAZO, German Ramén Canahualpa®.

! Aluno do Curso de Licenciatura em Matematica - IFM/UFPel;
Campus Universitario UFPEL — CEP 96010-900.vonoce@yahoo.com.br
2 professor do Departamento de Matemética e Estatistica - IFM/UFPel;

Campus Universitario UFPEL — CEP 96010-900.gcsuazo@gmail.com

RESUMO

Existem vérias demonstracdes do Teorema Fundamental da Algebra. A
primeira tentativa formal de demonstrar o teorema foi feita por Jean le Rond d’Alembert
(1717-1783) jA em 1746. Mas quem realmente conseguiu demonstrar o teorema foi Karl
Friedrich Gauss (1777-1855) em sua tese de doutorado. Gauss e outros ainda
publicaram outras demonstracfes diferentes daquela. O objetivo deste trabalho é
apresentar uma demonstracdo que utiliza o Teorema de Cauchy-Goursat em uma
prova por contradic¢ao.

Palavras-chave: Teorema Fundamental da Algebra, Teorema de Cauchy-Goursat,
Gauss.

INTRODUCAO

Desde que Gauss demonstrou o Teorema Fundamental da Algebra em sua
tese de doutorado, apareceram muitas outras demonstracdes deste teorema. O préprio



Gauss publicou até o final de sua vida ainda mais 3 demonstracdes, inclusive uma
generalizacdo considerando os coeficientes polinomiais como nidmeros complexos.

Muitas das demonstracbes modernas do Teorema Fundamental da Algebra
utilizam ferramentas da analise complexa, tais como Teorema de Liouville, Teorema de
Cauchy, Teorema de Picard, Principio do Médulo Maximo, Raio de Convergéncia, etc.

Uma demonstracéo interessante do Teorema Fundamental da Algebra é a que
utiliza o Teorema de Cauchy-Goursat. A idéia € demonstrar que ao utilizar o Teorema
de Cauchy-Goursat em uma integral especifica e supor a negacdo do Teorema
Fundamental, tem-se como resultado uma contradi¢cao.

METODOLOGIA

A metodologia utilizada para a realizacdo deste trabalho foi a pesquisa em
artigos que apresentam demonstracées do Teorema Fundamental da Algebra, seguida
de discussofes e analise critica dos argumentos contidos nestes trabalhos.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Definicdo: Sejam / uma funcéo definida sobre € e R uma regido aberta em € .

Dizemos que f é uma funcdo holomorfa (ou analitica) em £ |, se existe a derivada £
em todos os pontos de & .

Teorema de Cauchy-Goursat: Seja f uma funcéo holomorfa nos pontos interiores e
z)dz=0
na fronteira £ de alguma regido £ . Entio frf( ) :

Teorema Fundamental da Algebra: Seja £ um polindmio n&o-constante com
coeficientes complexos de grau 7 . Entdo F» tem " raizes.

Demonstracéao:

Vamos primeiramente demonstrar que £ admite pelo menos uma raiz
complexa, isto &, existe Z1 € € tal que Pn(z:) =0,

Por contradicdo, suponha que #(z) ndo admite raiz complexa, ou seja,
P.(z)# 0  paratodo ZEC,



1) Primeiramente, suponha que Pn(zZ) €ER  para todo ZE€R . Assim, ou
P(@E)>0, para todo ZER | ou, FmE)<0, ZER, Em qualquer caso,
jm de
v Po(2cos[@)] | por outro lado, considere a igualdade das integrais
lf dz _lf "tz _1% 1z
ihgma s +271)  Lhg= 2B +271) Thg=1 @ |, sendo 9nlz) =z"Py(z +271)

um polinémio tal que @»(z1 =0 paraz=0 e 0,(0)=a, =0 onde @~ é o coeficiente

=1

principal de £ (). Desta forma, a funcdo ¢»(z) é holomorfa no circulo unitario por ser
uma funcdo racional (quociente de dois polinbmios) e pelo Teorema de Cauchy-

ljg dz B 1jg dz 0
Goursat tem-se que [Jdz=1ZPr(E+Z7') iJz=1@n(E) | Mas considerando a
parametrizacdo da circunferéncia unitaria = E':'?, 0=8<2m  tem-se que

T

lf dz =lJ‘* ielfde =J‘ df
L= Bz 4+271) i My E:'gF}l (E':'g + E_:a) o P, [2 Coszgji'

T

Desta maneira,
ar da 1 dz
ﬂii‘ﬁ7—7¢=fj SPi -0 i ica
Bul2cosl@)] TJg=zhiz+z77) , que constitui uma contradicao.

2) Por outro lado, supondo que, Fn(z) €€  para algum ZER (isto &, algum
coeficiente n&o é real). Entdo o polindmio Bz @) = P (2) P (), onde B (z) é o polinémio
construido a partir de F:(z) usando os conjugados complexos de seus coeficientes,
assume sO valores reais para Z= R | Pela parte 1 da prova, existe z. E€ tal que
Ran(z1) = By (z,) By (z1) = 0 | Necessariamente, tem-se que Pu(z1) =0 | pois P G¥#0 |
para todo ze € entretanto tomando 0 conjugado em
Fo(zy) =Tnzy "+ -+ T3z, + 80 = 0, teremos, PaG1) =anZ; + - +a,5;+a, =0, ou
seja, F»(@1) =0 contradicéao.

De 1 e 2, pode-se concluir que £:(z) admite pelo menos uma raiz complexa, ou
seja, existe Z1 € tal que Fn(z.) =0 . Pelo algoritmo da divisdo, tem-se que
(@)= -2 4@, sendo Fn-1(@) um polinbmio de grau *—1 . Aplicando o
processo da prova ao polindmio F-_.(z), verifica-se que existe Z: E€ tal que
Pr(zz) =0 e Fia@) =0z —-z) Bz, sendo Pn-z() um polindbmio de grau 7 —2 .
Observe que Pn@) = —z,)(z— 22)F_:E). Este procedimento pode ser levado
adiante até obterfn(z)=(E —z,)(z —z3)... ¢ —zZx)an, onde @n é, como antes, o
coeficiente principal de £ (2).

cqd

CONCLUSAO



Utilizando o Teorema de Cauchy-Goursat, é possivel demonstrar que se £ é

um polinbmio com coeficientes complexos de grau ™, entdo P tem ™ raizes,
considerando a multiplicidade algébrica delas. Este fato conduz a concluir que o corpo
dos nimeros complexos € algebricamente fechado, ou seja, para determinar as raizes
de um polinbmio com coeficientes complexos ndo é preciso recorrer a outro tipo de
nameros. Isto ndo acontece com o corpo dos numeros reais ou racionais, por exemplo.
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