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Uma hierarquia de testes de compar acdo para séries numéricas ndo-negativas
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Resumo:

Séries infinitas representam um assunto atraente visto que surgem naturalmente da resolugdo de varios
problemas de aplicacdo. Os objetos deste estudo sdo as séries numéricas ndo-negativas e os teoremas usados para
analisar 0 seu comportamento. Entre os testes de convergéncia para séries ndo-negativas, os da comparagdo, da
razéo e da raiz sdo bem conhecidos e apresentados em disciplinas de Célculo e Andlise. No entanto, os testes
mais sofisticados sdo, normalmente, omitidos por falta de tempo, embora representam técnicas importantes na
investigacdo do comportamento de séries. Além disso, a introducéo de algumas das técnicas avangadas permite
entender melhor a ldgica de construcao de testes, suas interligacdes e seus limites. Neste trabalho, estudamos os
testes de Raabe e de Gauss que sdo generalizacOes do teste da razdo. Os testes darazdo e daraiz séo baseados na
comparacdo com séries geométricas. Logo, ndo € uma surpresa que eles ndo podem ser aplicados as séries cuja
convergéncia € mais lenta do que a das geomeétricas. Por exemplo, é bem conhecido que os testes da razéo e da
raiz ndo funcionam nainvestigacéo de séries harmdnicas generalizadas e derivaveis dessas. As Ultimas sdo séries
importantes, surgindo em vérias aplicacBes; portanto, € essencia ter ferramentas para o estudo da sua
convergéncia. O teste de Raabe é destinado, em particular, pararesolver este problema. A formulacéo deste teste
€ baseada na comparagao com as séries harmonicas generalizadas e, por isso, tem aformamais refinada do que a
do teste da raz8o. No entanto, o teste de Raabe ndo permite tratar outras séries importantes; por exemplo, as
hipergeométricas, 0 que leva ao proximo passo: introdugdo do teste ainda mais fino de Gauss. A comparacéo
entre os testes revela que, quando o teste da razdo é aplicavel, entdo o de Raabe também €, e o Ultimo leva na
aplicabilidade do teste de Gauss. As implicacOes reciprocas ndo sdo vélidas, o que pode ser conferido pelos
exemplos classicos de séries harmonicas e hipergeométricas. Além dessas séries, elaboramos outros exemplos
gue permitem distinguir as situagdes quando se aplica sO o teste de Gauss ou quando podem ser aplicados os
testes de Gauss e de Raabe. Finalmente, consideramos 0 método geral de refinamento de testes de séries
nao-negativas — o de Kummer — que permite construir testes mais finos que o de Gauss, utilizando a comparagéo
com as séries convergentes com menor velocidade que a série hipergeométrica.




