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Resumo

SAWABE, Erico Kazuhiro. Sincronizacdo de Autématos: Uma Abordagem
Categorial. 2006. 83f. Projeto de Conclusao de Curso (Graduacao) — Curso de
Bacharelado em Ciéncia da Computacao. Universidade Federal de Pelotas, Pelotas.

Este trabalho aborda a sincronizacao de autématos, tanto de autébmatos néao
temporizados, quanto de autématos temporizados, aplicando operacdes categoriais.
A nova abordagem categorial da sincronizacdo de autbmatos temporizados, baseada
na definicdo de autébmatos temporizados proposta por Alur e Dill, visa modelar o
comportamento de sistemas de tempo real. A importancia de se tratar o sincronismo €
que podemos expressar o comportamento de diversos tipos de sistemas em varias
areas que envolvem a computacao.

A Teoria das Categorias fornece uma ferramenta matematica que pode
manipular estruturas matematicas complexas, cujas caracteristicas notaveis sdo a
capacidade de generalizacdo, abstracdo, unificacdo e principalmente o fato do alto
poder de expressividade de suas construgdes, permitindo formalizar idéias complexas
de maneira simples, bem como propiciar um novo, ou melhor, entendimento das
questodes relacionadas a toda Ciéncia da Computacgéao.

A nova abordagem categorial desenvolvida tem como objetivo tratar
sincronizagcdo de autdbmatos, através da utilizacdo do produto categorial e
principalmente do produto fibrado baseado em grafos, permitindo gerar um autémato
sincronizado com base em tabelas de sincronizacdes (restricbes) adotadas,
possibilitando ainda que uma parte do sistema original seja restringida e a outra
mantida, preservando suas caracteristicas.

A principal contribuicdo deste trabalho esta na forma de se efetivar a
sincronizagao de autdmatos aplicada para autbmatos temporizados, pela definicdo do
modelo de Alur e Dill, utilizando a abordagem categorial com a operacédo produto.
Ressaltando-se, contudo, que um autémato temporizado é um sistema de transicéo
finito com restricoes de relégio associadas a suas arestas e estados, que definem o
comportamento dindmico quanto ao tempo de permanéncia nos estados e 0s
instantes disponiveis para transicoes. Além disso, é proporcionada uma outra forma
de sincronizagdo de autdmatos temporizados utilizando a abordagem categorial com
a operacao de produto fibrado, aplicado ao resultado da composicao de autdmatos
temporizados, determinando a sincronizacao. Esta operacao possibilita que sistemas
complexos possam ser definidos a partir do produto dos sistemas componentes.

O método de sincronizagdo adotado visa sistematizar e expressar de forma
compreensivel a solucdo do sincronismo entre autdmatos. Deste modo, algumas
vantagens foram obtidas ao se aplicar as operagdes categoriais, como: nao é
necessario que se criem novos autdmatos; os autématos originais nao sao perdidos,
podendo assim ser reutilizados quantas vezes forem necessarios. A nogcao de reuso €
uma das caracteristicas marcantes em Teoria das Categorias.

Palavras-chave: Teoria das Categorias. Autdbmatos. Autébmatos
Temporizados. Sincronizacdo de autématos. Operacgdes categoriais. Produto fibrado.



Abstract

SAWABE, Erico Kazuhiro. Sincronizacdo de Autématos: Uma Abordagem
Categorial. 2006. 83f. Projeto de Conclusao de Curso (Graduacao) — Curso de
Bacharelado em Ciéncia da Computacao. Universidade Federal de Pelotas, Pelotas.

This work approaches the automata synchronization, comprising untimed
automata as well as timed automata, applying categorical operations. The new
categorical approach of timed automata synchronization, based on the timed automata
definition proposed by Alur and Dill, aims to model real-time systems behavior. The
importance to deal with the synchronism is that we can express several type of
systems’s behaviors in several Computer Science fields.

The Category Theory provides a mathematical tool which can manipulate
complex mathematical structures. lts notable features are the ability of generalization,
abstraction, unification and mainly the high expression ability of its constructions,
allowing to formalize complex ideas in the simple way, and also to provide a new, or
better, acknowledgment of the issues related to the whole Computer Science.

The new categorical approach developed has the aim to treat automata
synchronization, through the categorical product use and mainly the pullback based in
graphs, allowing to build a synchronized automata based in the synchronization’s
tables (restrictions) adopted. It’s also allows a part of original’'s system to be restricted
and another one to be kept, maintain its features.

The main contribution of this work is the way to perform the automata
synchronization applied to timed automata, by the definition of Alur and Dil’s model,
using the categorical approach with the product operation. Although, it's important to
highlight that timed automata is a finite transition system with clock’s restrictions
associated on its edges and states, which define the dynamic behavior as well as the
time of permanence on states and also instants available for transitions. In addiction, it
is provided another way to timed automata synchronization using the categorical
approach with the pullback operation, being applied to the result of the timed automata
composition, establishing the synchronization. This operation allows that complex
systems to be defined from the product of the component’s systems.

The method of synchronization adopted aims at systemizing and expressing in
an understandable way, the solution for the synchronism between automata. Thus,
some advantages were obtained by applying categorical operations, such as: it is not
necessary to create news automata; the original automata are not lost, they can be
reused as many times it would be needed. The notion of reuse is one of the important
features in Category Theory.

Keywords: Category Theory. Automata. Timed Automata. Automata
synchronization. Categorical operations. Pullback.
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1 Introducao

Estudos em areas ainda pouco exploradas como a Teoria das Categorias vém
aumentando consideravelmente e motivando pesquisadores a descobrirem novas
abordagens de estudo acerca de teorias até entdo desconhecidas, aplicando-as a
Ciéncia da Computacao. Esse € um ponto importante da abordagem desse trabalho,
isto é, o estudo de Teoria das Categorias e posterior aplicacdo de operacdes
categoriais sobre autdmatos.

A Teoria das Categorias fornece um formalismo matematico que pode
manipular estruturas matematicas complexas proporcionando caracteristicas notaveis
como a capacidade de generalizagdo, abstracdo e unificacdo. A primeira vista pode
parecer estranho aplicar Teoria das Categorias em Ciéncia da Computacéo, afinal sao
duas areas de atuacdo distintas. Apesar disso, possuem muito em comum e se
enriquecem mutuamente.

Dentre as principais caracteristicas da Teoria das Categorias que motivam a
sua aplicacdo em Ciéncia da Computacdo destacam-se: independéncia de
implementacéao, dualidade, heranca de resultados e comparagcéao de expressividade
de formalismos, notacdo grafica e, principalmente, o fato do alto poder de
expressividade de suas construcdes, as quais, freqiientemente nao possuem paralelo
nas demais teorias (HAEUSLER; MENEZES, 2001). Essa expressividade permite
formalizar idéias complexas de forma simples, bem como propicia um novo, ou melhor
entendimento das questbes relacionadas a toda Ciéncia da Computacéo
(HAEUSLER; MENEZES, 2001; DIRETRIZES, 2005).

O uso de Teoria das Categorias tende a dar uma visao “geral” do problema a
ser tratado, ndo se preocupando com os detalhes, pois ela trabalha com operacdes
poderosas o suficiente para tratar o problema a ser resolvido em alto nivel.

Este trabalho propde uma nova abordagem de sincronizagdo de autématos
baseada em operacdes categoriais.

A importancia de se tratar a sincronizacdo de autbmatos € que podemos
expressar através deste formalismo o comportamento de diversos tipos de sistemas

em varias areas que envolvem a computacao, tais como: dados multimidia em banco
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de dados, sistemas reativos, circuitos digitais em microeletrénica, controle de
processos em sistemas operacionais, animagoes graficas, modelagem de cursos
(hiper-animagdes, hipermidia ou hipertexto) disponibilizados via web, modelos de
concorréncia como redes de petri, roteamento de transmissdo de pacotes em redes
de computadores, etc. Deste modo, a sincronizagdo de autdmatos proporciona a
composicdo dos elementos que fazem parte de sistemas componentes determinando
uma sequéncia de eventos.

O método tradicional de sincronizacdo de autbmatos € baseado
essencialmente em uma composicdo de sistemas de transicdo, que realiza a
combinacao de estados e transicdes, ou seja, do produto cartesiano dos autdmatos
(grafos rotulados e orientados para representacdo de sistemas), onde
necessariamente € criado um novo autdmato desta composicdo (HAEUSLER,;
MENEZES, 2001).

No entanto, o método de sincronizacao de autdmatos que sera desenvolvida
nesse trabalho utilizard uma das no¢des mais poderosas de Teoria das Categorias: 0
produto fibrado, o qual tem por objetivo generalizar os equalizadores para morfismos
com diferentes origens, permitindo gerar um autémato sincronizado com base em
tabelas de sincronizagdes (restricoes) adotadas (MENEZES, 1996), possibilitando
ainda que uma parte do sistema original seja restringida e a outra mantida,
preservando suas caracteristicas. Esse método de sincronizacao foi adotado visando
sistematizar e expressar de forma simplificada a solu¢cao do problema de sincronismo
entre autdmatos.

Além disso, esse trabalho proporciona o entendimento da sincronizacao de
autdmatos temporizados utilizando a abordagem categorial e apresenta, inclusive,
como essa sincronizacao ocorrera. Ressaltando-se, contudo, que um autémato
temporizado é um sistema de transicao finito com restricoes de reldgio associadas a
suas arestas e estados (ALUR, 1999; ACCORSI; MENEZES; NEDEL, 2001). O
produto fibrado, aplicado ao resultado da composi¢cdo de autbmatos temporizados,
determina a sincronizacdo. Esta operacdo possibilita que sistemas complexos
possam ser definidos a partir do produto dos sistemas componentes (ACCORSI,
2002).



14

1.1 Organizacao da Monografia

O presente trabalho esta organizado conforme a descri¢cdo a seguir.

O capitulo 2 apresenta alguns conceitos basicos sobre autématos com o
objetivo de ressaltar sua presenca nas mais variadas situagdes de nosso cotidiano e
facilitar a compreensao dos demais capitulos desta monografia.

O capitulo 3 apresenta o modelo de Autbmatos Temporizados, o qual visa
modelar o comportamento de sistemas de tempo real.

O capitulo 4, por sua vez, aborda o conceito de Teoria das Categorias e suas
principais operacoes, as quais serao aplicadas no decorrer deste trabalho como uma
poderosa ferramenta para o desenvolvimento do sincronismo entre os autdmatos.

O capitulo 5 é dedicado a apresentar a abordagem categorial adotada nesse
trabalho, a qual trata tanto da sincronizagdo de autbmatos nao temporizados, através
da utilizac&do do produto categorial e do produto fibrado baseado em grafos, quanto da
sincronizagdo de autébmatos temporizados, através das respectivas aplicagdes
categoriais descritas anteriormente.

Finalmente, o capitulo 6 apresenta as conclusdes e propostas para trabalhos

futuros.



2 Automatos e Sincronizacao

Em nosso dia-a-dia os autbmatos estdo presentes nas mais variadas
situagdes. Um bom exemplo de um autémato finito € o mecanismo de controle de um
elevador. Ele ndo lembra todas as requisicdes anteriores, mas somente o andar atual,
a direcdao de movimento (para cima ou para baixo), € a relacdo de requisicdes
pendentes. Outro exemplo sdo os semaforos, onde temos trés estados: cor verde,
amarela e vermelha, e mudancas de cor que levam a mudanca dos estados.

Talvez a principal razdo para estudar autdbmatos seja a diversidade de
aplicagdes onde eles aparecem. E o funcionamento destes e a compreenséo da sua
utilidade que pretende-se transmitir (AUTOMATOS, 2006).

2.1 Conceitos Basicos

Uma linguagem € um meio de comunicagao, formada por um conjunto de
palavras e de regras gramaticais que permitem combinar as palavras em sentencas
sintaticamente corretas. A linguagem é dita formal quando pode ser representada
através de um sistema com sustentacdo matematica que compreende a
representacdo da sintaxe (estrutura) e da semantica (significado) das sentencas de
uma linguagem. Logo abaixo sera abordada somente a estrutura sintatica das
linguagens (MENEZES, 1997; HOPCROFT; MOTWANI; ULLMAN, 2001; REIS, 2002;
CAMPANI, 2006).

Definicao 1 Alfabeto (ou vocabulario) é um conjunto finito de simbolos (ou
caracteres).

Definicao 2 Sentenca (ou palavra, ou cadeia de caracteres) a sentenca sobre
um alfabeto é uma seqtiéncia finita de simbolos concatenados.

Definicao 3 Linguagem é qualquer conjunto de sentencas sobre um alfabeto.
Conforme o numero de sentengas que possuem, as linguagens se classificam em

finitas, infinitas e vazias.
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Gramatica serve para definir qual o subconjunto de sentencas que faz parte
de uma determinada linguagem. E um dispositivo formal para especificar uma
linguagem potencialmente infinita de forma finita.

Definicao 4 Formalmente uma gramatica G é definida por uma quatro-upla:

G=(V, T,P,S)

Onde:

V — conjunto finito de simbolos ndo terminais ou variaveis (convencionalmente
sdo adotadas letras maiusculas);

T — conjunto finito de simbolos terminais (convencionalmente sdo adotadas
letras minusculas);

P — conjunto finito de pares (o, B) é representado por o — 3, denominados
regras de producao - tal que a primeira componente é uma palavra de (V v T)" e a
segunda componente é a palavra de (V v T)* - que definem as condigdes de geracao
das palavras da linguagem.

P={a—B|ae N ABeN}emqueN=V UT,

S — elemento de V denominado variavel inicial da gramatica.

Uma seqliéncia de regras de producgdes da forma a — B1, & — Bi, ..., a— fSn
(mesma componente do lado esquerdo) pode ser abreviada como uma Unica
producdo na forma:

oa— Bi1|Bz]...|Bn

A aplicacao de uma regra de produgcdo é denominada derivacdo de uma
palavra. A aplicacao sucessiva de regras de producao permite derivar as palavras da
linguagem representada pela gramatica.

Definicao 5 Derivacdo (=) é uma operagdo de substituicdo efetuada de
acordo com as regras de producéo da gramatica G = (V, T, P, S). E constituida por um
par da relacdo denotada por = com dominio (V v T)* e contra-dominio em (V U T)".
Um par (a, B) é representado de forma infixada, como segue: a = 3. Assim:

J Para toda a producéo da forma S — B (primeira componente é o simbolo
inicial de G) tem-se que: S = S3.

J E para todo o par a = f3, onde B = BuBvBw, se Bv — Bt é uma regra de P
entgo: a = LuBtBw.

Logo:yad =y B, sea—sBePeyde V.
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Definicao 6 Linguagem gerada por uma gramatica G = (V, T, P, S), denotada
por L(G) ou Gera(G), é o conjunto de todas as sentengcas que podem ser geradas a
partir do simbolo inicial S, através de derivacbes sucessivas, ou seja:
L(G)={w|we T A8 ="w}

Exemplo 1 Logo a seguir sdo fornecidos um exemplo de cada uma das
definicbes anteriores.

Alfabeto: letras ({a,b,c,...,z}), digitos ({0,1}), etc.

Sentenca: Seja o alfabeto V = {0,1}, sdo sentencas validas 010, 1101, efc.

Linguagem: Suponha o alfabeto X = {a,b}; o conjunto de palindromos
(palavras que tem a mesma leitura da esquerda para a direita e vice-versa) é um
exemplo de uma linguagem infinita. Assim, a, b, aba, bb, bab, aaaa, ... sdo palavras
desta linguagem.

Gramatica: Dada uma gramatica G = (V, T, P, |) temos a representacdo de
suas componentes logo abaixo:

V ={l, B}

T={01,234D5,6, 78, 9}

P=(l-1B,B~0,B51,B52,B>3,B—~4,B—-5,B—>6,B—7,
B—8,B— 9 ouP=I1—IB|B— 0/1/2/3/4/5/6/7/8/9.

Derivagao: Dada uma gramatica G = ({S, A, B}, {0, 1}, {S — AB, A— 0/AB, B
— 1/1B}, S), uma derivagdo do numero 0111 é:

S=AB=ABB=0BB = 01B=011B=0111.

Linguagem Gerada: Seja uma gramatica G = ({S}, {0,1}, P, S) com P = {S —
0S1, S — 01}. Entdo: S = 0S1 = 00S11 = 0°S1° = ... 0"S1" = que é igual a 0"1"
paran>=1.

Logo, L(G) = {0"1" | n >= 1}.

Um autdbmato é definido como sendo um modelo matematico de uma maquina
de estados finitos. Ele funciona como um reconhecedor de uma determinada
linguagem e serve para modelar uma maquina. Um conceito fundamental nos
autdmatos é o conceito de estado. Este conceito € aplicado a qualquer sistema
(AUTOMATO, 2006).
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Os autbmatos finitos constituem um modelo Gtil para muitos elementos
importantes de hardware e software. Alguns exemplos:

- Software para projetar e verificar comportamento de circuitos digitais.

- Analisadores Iéxicos de um compilador tipico (isto €, componente que divide
o texto de entrada em unidades logicas, como identificadores, palavras-chave, etc.) e
processadores de texto.

- Software para examinar grandes corpos de texto, como paginas Web.

- Software para verificar sistemas de todos os tipos que tém um numero finito

de estados distintos, como protocolos de comunicagao ou seguranca.

2.2 Automato Finito Deterministico

Um autémato finito (AF) ou autémato finito deterministico (AFD) pode ser visto
como uma maquina composta de trés partes (MENEZES, 1997), conforme a Fig. 1:

o Fita: Dispositivo de entrada que contém a informacao a ser processada;

o Unidade de Controle: Reflete o estado corrente da maquina. Possui uma
unidade de leitura que I€ o simbolo de uma célula de cada vez e movimenta-se
exclusivamente para a direita;

o Funcéao de Transicdo ou Programa: Funcao que comanda as leituras e
define o estado da maquina;

Fita de entrada

ojrjojojrjoll

Cabegote
I |

Controle
Finito

Figura 1 — Maquina composta por trés partes

Um autémato finito € representado através de um controle finito, que tem
acesso a uma fita onde esta a seqiiéncia a ser analisada. O autbmato percorre esta
fita da esquerda para a direita, lendo um simbolo de cada vez. Estando o controle em

um estado, apontando para um determinado simbolo na entrada, ocorre uma
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transicdo de estado, que faz com que o controle passe para outro estado e avance
para o préximo simbolo na entrada. Se isto se repetir com sucesso até o final da fita de
entrada e, no final, o autdmato estiver em um estado final, a seqiiéncia foi reconhecida
ou aceita. Se, ao contrario, ocorrer alguma falha (transigdo impossivel) o
reconhecimento para e a sequiéncia nao é reconhecida, ou seja, ela é rejeitada.

Definicao 7 Formalmente, um autémato finito M é uma cinco-upla:

M=(Z, Q, 6 qo, F)

Onde:

Y — alfabeto de simbolos de entrada do autémato e corresponde a um
conjunto finito ndo vazio dos simbolos de entrada ou atomos indivisiveis que
compbem a cadeia de entrada submetida ao autébmato para aceitacao;

Q — conjunto finito, ndo vazio, de estados do autémato finito;

o0 — fungdo programa ou fungao de transicdo de estados do autémato € indicar
as transicées possiveis em cada configuragdo do autémato.

0QxX—->Q

Esta fungdo fornece para cada par (estado, simbolo de entrada) um novo
estado para onde o autémato devera mover-se. E pode ser representada como um
grafo finito direto, como ilustrado na Fig. 2.

Qo — estado inicial do autémato finito, e corresponde a um elemento do
conjunto Q;

F — conjunto de estados finais tal que F esta contido em Q.

simbalo lido

estado anterior niovo estado

Figura 2 — Representacao da funcao programa com um grafo

E um autdmato que se encontra sempre em um (nico estado apds ler uma
sequéncia qualquer de entrada. O termo “deterministico” implica que existe um e

somente um estado ao qual o autbmato pode transitar a partir de seu estado atual. Em
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contraste, autdmatos finitos ndo-deterministicos podem ter véarias alternativas de
estados validos para transicao (MENEZES, 1997; REIS, 2002).

Uma outra maneira de representar um autémato finito sdo os diagramas de
transigées (REIS, 2002). Trata-se de um grafo direcionado e rotulado. Os vértices
representam os estados, sendo representados por circulos. Os estados finais sao
representados por dois circulos concéntricos e o estado inicial € indicado por uma
seta. As arestas representam as transi¢cdes entre dois estados, sendo o roétulo o
simbolo reconhecido. A Fig. 3 apresenta um exemplo de um diagrama de transigao.

Exemplo 2 Dado um autémato M = ({a,b}, {qo,q1,q2}, S, Qo, {Q2}), € &(qu, a) = q1,
&q1, @) = q1, 6(q1, b) = q2. Temos:

% .

\ P

I ql] -—"--1‘;-- fh |-~—Jj.u-|'|: fj;; )

l-."\\. AR # i % _._-: e :.-
estado inicial estado final

Figura 3 — Exemplo de diagrama de transicao

Logo, T(M) = {a"b | n > 1}, onde T é uma linguagem gerada pela gramatica M.

Uma terceira maneira de representar um autdmato finito é através de uma
tabela de transicdGo (HOPCROFT, MOTWANI, ULLMAN, 2001; REIS, 2002;
CAMPANI, 2006), indicando na vertical os estados e na horizontal os simbolos do
alfabeto. O estado inicial € indicado com uma seta e os finais com asteriscos. O
conteudo da tabela indica as transicoes de estado possiveis. A Fig. 4 apresenta um
exemplo de uma tabela de transicdo de estados de acordo com o diagrama do

exemplo anterior.

) a b

— o | 41| -

1 qi | 42

gg | = | =

Figura 4 — Exemplo da tabela de transicao de estados
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2.3 Automato Finito Nao-Deterministico

Um autdmato finito ndo-deterministico (AFND) tem a possibilidade de mais de
uma transicdo de estados para cada estado. Essa habilidade é expressa com
freqiiéncia como a capacidade de “adivinhar” algo sobre sua entrada. Por exemplo,
quando o autbmato é usado para procurar certas sequéncias de caracteres (como
uma palavra-chave) em uma longa string de texto, é Gtil “adivinhar” que estamos no
inicio de uma dessas strings e usar uma sequiéncia de estados apenas para verificar
se a string aparece, caractere por caractere.

Os AFND aceitam exatamente as linguagens regulares, da mesma maneira
que fazem os AFDs. Desta forma sempre € possivel converter um AFND em um AFD,
porém o AFD gerado pode ter exponencialmente mais estados que o AFND. Muitas
vezes os AFNDs sdo mais sucintos e mais faceis de projetar que um AFD (REIS,
2002).

A diferenca entre um AFD e um AFND esté na funcao de transicéo o. Para um
AFND esta funcao recebe um estado e um simbolo de entrada como argumentos (da
mesma forma que um AFD), porém retorna um conjunto de zero, um ou mais estados
(em vez de retornar exatamente um estado como um AFD deve fazer).

Definicao 8 Formalmente, um autémato finito ndo-deterministico é uma
cinco-upla (HOPCROFT, MOTWANI, ULLMAN, 2001; CAMPANI, 2006):

M=(Z, Q, 6 qo, F)

Onde:

2 — alfabeto finito de simbolos de entrada;

Q — conjunto finito, nao vazio, de estados possiveis do autémato;

0 — fung¢do de transicdo de estados, mapeando Q x 2 — Partes(Q) ou Q x 2 —
29 (é o conjunto de todos os subconjuntos de Q). Isto é, 5(q, a) é um subconjunto de Q
para cada estado q e simbolo de entrada a. Assim, &(q, a) = {p1, pz, .., P} Significa que
M estando no estado q e tendo a na posicao do cabecgote na fita de entrada, move uma
célula para a direita e escolhe qualquer estado entre p+, p2, ..., Px COMO Proximo
estado. A fungdo programa pode ser representada como um grafo finito direto,
conforme a Fig. 5;

Qo — estado inicial e qp € Q;
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F — conjunto de estados finais e F € Q.

01

e

—= {0 \:I

.

o1

.;{. ( _ .\'| 0 |f|'x:’-'::\\\|\|
\ 43 ) )

0[1
YN 1 rg;b\‘(
Vg1 ——= 42
AN j_,/ \\c_i/ff

Figura 5 — Representacao da funcao programa nao-determinista como um grafo.

Exemplo 3 Dado um autémato ndo-deterministico M = fa, q, 4,4, a, {0,

1}, 0, a, {qz, q 4}), temos os sequintes resultados da fungéo de transicdo de estados,

conforme representado na Fig. 5:
0(q,0)={q,q,}
o(q, 1)=1{q,q,}
o(q o 0)=90
o(q,1)={q,}
0(q, 0)={q,}

2.4 Automato Finito com Saida

0(q, 1) ={q,}
0(q, 0)={q,}
5, 1) =2

0(q, 0)={q,}
o(q, 1) ={q,}

O conceito basico de autdmatos finitos possui aplicacoes restritas, pois a

informacao de saida € limitada a logica binaria aceita/rejeita. Sem alterar a classe de

linguagens reconhecidas, é possivel estender a definicdo de autémato finito, incluindo

a geracao de uma palavra de saida, denominando assim um Autémato Finito com
Saida (MENEZES, 1997; BRITO; MARTENDAL; OLIVEIRA, 2006). As saidas podem

ser associadas as transicoes (Maquina de Mealy) ou aos estados (Maquina de

Moore). Em ambos os casos a saida ndo pode ser lida, ou seja, ndo pode ser usada

como memoria auxiliar, e suas caracteristicas sdo:

o € definida sobre um alfabeto especial, denominado alfabeto de saida

(pode ser igual ao alfabeto de entrada);
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J a saida é armazenada em uma fita independente da fita de entrada;

o a cabeca da fita de saida move uma célula para direita a cada simbolo
gravado;

o o resultado do processamento do autémato finito € o seu estado final

(condicao de aceita/rejeita) e a informacao contida na fita de saida.

As maquinas de Mealy e Moore abordadas sdao modificacdes sobre o
autébmato finito deterministico e serdo explicadas a seguir (MENEZES, 1997;
CAMPANI, 2006; BRITO; MARTENDAL; OLIVEIRA, 2006).

2.4.1 Maquina de Mealy

Definicado 9 Uma maquina de Mealy € autémato finito deterministico
modificado de forma a gerar uma palavra de saida para cada transicdo entre os
estados. Neste tipo de maquina de estados as palavras de saida dependem do estado
atual e do valor das entradas.

Tal maquina pode ser representada formalmente pela seis-upla:

ME = (2, Q, 6,qo, F, 4)

Onde:

2 — alfabeto de simbolos de entrada;

Q — conjunto de estados possiveis do autémato, o qual é finito;

8 — fungdo programa ou de transigdo 6: QxS — QxA’;

Qo — estado inicial do autémato, tal que q, é elemento de Q;

F — conjunto de estados finais, tal que F esta contido em Q;

A — alfabeto de simbolos de saida.

O processamento de uma maquina de Mealy para uma dada entrada w
consiste na aplicagao sucessiva da funcao programa para cada simbolo de w (da
esquerda para a direita), até ocorrer uma condicao de parada. Caso a saida da funcao
programa seja uma palavra vazia, nenhuma gravacao € realizada, ou seja, a cabeca
da fita ndo se move. Porém se todas as transicées de uma determinada maquina de
Mealy gerarem saidas vazias, entao esta se comporta como um autdémato finito. A Fig.

6 abaixo é um exemplo de um grafo da maquina de Mealy.
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Figura 6 — Exemplo de um grafo da maquina de Mealy

As arestas sao rotuladas com um par (x, y), onde x é o simbolo lido e y é a

string produzida na saida.

2.4.2 Maquina de Moore

Definicao 10 Uma maquina de Moore é um autémato finito deterministico
com uma funcdo que gera uma palavra de saida (que pode ser vazia) para cada
estado da maquina. Esta saida s6é depende de seu estado atual.

Tal maquina é representada formalmente por uma sete-upla:

MO =(2,Q, 6 qo F, 4, 6S)

Onde:

2 — alfabeto de simbolos de entrada;

Q — conjunto de estados possiveis do autémato, o qual é finito;

0 — fungdo programa ou de transicdo o: Qx2 — Q;

Qo — estado inicial do autémato, tal que q, é elemento de Q;

F — conjunto de estados finais tal que F esta contido em Q;

A — alfabeto de simbolos de saida;

0S — fungdo de saida 6S: Q — A* a qual é uma fungéo total.

O processamento de uma maquina de Moore ocorre de forma semelhante que
na maquina de Mealy, assim como o tratamento de saidas vazias. Do mesmo modo
que a maquina de Mealy, se todos 0s seus estados gerarem saida vazia, a maquina
de Moore também se comportara como um autémato finito. A Fig. 7 abaixo € um

exemplo de um grafo da maquina de Moore.

\/ _\ g P

F) 1 Iy A |'. [y I‘I
[ 0.0 | ———==|lq7 .b)| ———== [lg2.abl|
4 /! r '\‘L\,_\_ _,.z"lz' r LY, A
S = N

Figura 7 — Exemplo de um grafo da maquina de Moore
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Os vértices sao rotulados com um par (x, y), onde x € o nome do estado e y €

a saida produzida pelo estado.

Os dois modelos de autébmato finito com saida sdo capazes de produzir o
mesmo mapeamento da entrada para a saida, ou seja, ha equivaléncia entre eles.
Contudo, esta equivaléncia ndo é valida para a entrada vazia. Essa exce¢ao nao é
relevante nesta monografia, posto que o modelo de sincronizacdo de autématos

adotado na mesma, desconsidera tal situagdo como entrada.

2.5 Sincronizacao de automatos

Varios estudos baseados em autématos finitos vém sendo efetuados. O
trabalho de Machado (MACHADO, 2000) foi um dos pioneiros na utilizagdo dos
autdmatos para Hyper-Documentos na Web, tratando-se de um ambiente
semi-automatizado para o suporte ao gerenciamento de hipertextos destinados ao
ensino a distancia, cuja arquitetura esta baseada em um modelo de organizagédo de
hiperdocumentos definido sobre o formalismo de autématos finitos com saida. Saito
(SAITO, 2001) estuda uma nova forma de visualizar os autdmatos de uma maneira
mais clara e menos complexa, pretendendo com isto automatizar a tarefa de criacao
do autébmato. Accorsi (ACCORSI; MENEZES, 2000; ACCORSI, 2002) apresenta o
modelo de Animacgdes Graficas baseadas na Teoria dos Autématos (AGA), criando
animacodes computacionais baseadas em autématos finitos, j& com alguns protétipos
implementados. Este modelo sera mais detalhado a seguir, pois sua utilizacao servira
como referéncia para melhor definir a sincronizagéo de autématos.

O modelo AGA, de maneira semelhante as animagbes em tempo real,
especifica a animacéao a partir de um conjunto de atores (objetos) e suas respectivas
variagoes durante a animagao (HOPCROFT; ULLMAN, 1979). Tal modelo define as
alteracdes dos atores na animacao a partir de uma estrutura baseada em autématos
finitos com saida (MENEZES, 1997).

Cada um dos atores na animacéao é especificado a partir de uma extensao
para o autdbmato com saida, a qual vincula imagens do ator a saida do autémato.
Deste modo, quando os autdmatos sdo simulados, mediante a leitura da fita de

entrada, as transicoes entre seus estados controlam a animagéo dos atores.
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A éarea de atuacao dos atores é dividida em camadas com o objetivo de
estabelecer a ordem de sobreposicao das imagens. Na Fig. 8, aimagem do ator maca
(camada 1) deve ser sobreposta pela imagem do ator bicho (camada 2) quando
ocuparem o mesmo lugar. Assim, a imagem correspondente a cada instante da
animacao € formada pela unificacdo das camadas. A cada transi¢ao é associada uma
imagem, de forma que estando, por exemplo, no estado g7 e o simbolo 2 for lido da
fita de entrada, o ator bicho ira exibir a imagem da minhoca contraida e ira para o
estado g4.

Ator Bicho

Camada 1
Gy Ator Maca

1
~~ : ‘
2£ ‘ =)=
[t 0] @t 0] @ b D] Gt D] [t £

Imagens de Saida emitidas
pelas transicdes dos atores

Figura 8 — Atores especificados no modelo AGA

Camada 2

[@ti]EnD]eeb]end] ot

A fita de entrada utilizada pelo autdmato devera possuir trés elementos.
Sendo que o primeiro elemento € o simbolo de entrada, o segundo corresponde ao
instante em que devem ocorrer as transicées e o terceiro elemento € o conjunto de
transformacdes aplicado a imagem associada a saida. Esse conjunto de
transformacdes, também denominado de fungbes de controle, é responsavel por
diferentes tarefas, como por exemplo, posicionar o ator na area de animacao.

A estrutura do modelo AGA é baseada em uma unidade basica, chamada de
ator AGA, a qual é definida a partir de extensdes propostas para os autdmatos com
saida. Essas extensdes complementam a definicdo de autdmato com saida com o
objetivo de: suportar o controle temporal das transi¢des; prover imagens como saida
com adaptacgdes contextuais e, associar descricdes semanticas aos estados.

Devido a equivaléncia entre as duas abordagens de autématos com saida, o
ator AGA pode ser estendido tanto vinculando a saida as transicbes quanto aos
estados.

Contudo, a extensao do ator AGA a partir da maquina de Mealy foi preferida

para a apresentacdo e implementacdao do modelo, pois como associa as imagens de
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saida as transicoes, os estados podem ser incluidos de acordo com a modelagem
desejada para o ator, independente do nimero de imagens no alfabeto de saida.

Definicao 11 O ator AGA é definido entdo como uma nove-upla:

At=(Q 2, 4,61 Ac, Qo, 0, F, D)

Onde:

Q — conjunto finito de estados possiveis do autémato;

2 — alfabeto de simbolos de entrada;

A — alfabeto de simbolos de saida;

0; — funcgéo de transicao temporal (fungéo parcial 6;: Qx2xN — Q) para a qual,
a especificacdo 6+(q, a, t) = q’ determina que deve ocorrer uma transicdo de q para q’
quando o simbolo a é lido, e depois, aguardado o tempo t no estado q’ antes da leitura
do préximo simbolo;

Ac — fungdo de saida contextual (fungdo parcial Ac: QxExF — AF), onde F é o
conjunto de cadeias ¢ = f:fo... f, formadas por zero ou mais fungées de F. Logo, A¢(q,a,
@) determina que uma imagem de saida esta associada a transicdo a que diverge de
g. Uma cadeia ¢ é associada a cada um dos simbolos da fita de entrada para
determinar quais transformacées devem ser aplicadas a cada transicdo do autémato.

qo — estado inicial do autémato (qo € Q);

o — fungdo descrigdo (fungdo parcial o: Q — D) define D é o conjunto de
descricoes utilizadas pelo ator AGA, mas nem todo estado precisa necessariamente
estar mapeado para alguma descricao em D;

F — conjunto finito de fungées de transformacao, cujos elementos sdo fungbes
do tipo (v, i) = i, onde i e i sdo elementos de A" e V™ = vyv,...v, é um vetor de
argumentos necessarios para o mapeamento de i para . O conjunto A" é composto
por todas as imagens que podem ser produzidas pela composicdo de zero ou mais
imagens de A transformadas por zero ou mais funcbes, ou seja, deste modo
dependendo do instante da animacao, a imagem de saida pode sofrer transformacées
com o objetivo de se adequar ao contexto da cena representada.

D - conjunto finito de descrigées.

A fita de entrada utilizada pelo ator AGA é limitada ao tamanho da entrada e

definida como ft = (ay, t1, ¢1)(az, to, @2)...(an, th, @n), Na qual cada célula possui a tripla
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ordenada (a, t, ¢) € SxNxF, onde a é um simbolo do alfabeto de entrada, té um tempo
em milésimos de segundo e ¢ uma cadeia de fungdes de transformacao de saida.

Portanto, seja A um conjunto de atores AGA e T um conjunto de fitas de
entrada para os atores AGA, uma animacao no modelo AGA, ou simplesmente AGA, é
um conjunto totalmente ordenado de pares ordenados (At, ft) € AxT, cuja relagédo de
ordem total, denotada por <, € definida como: (At;, ft;) < (At ft) se e somente se Aty
atua em uma camada menor ou igual a camada de Af, na area de animagéo. Assim,
AGA = ({(At, ft) | At € A e ft e T}, <), onde todos os atores iniciam o processamento de
suas fitas de entrada no mesmo instante.

Desta maneira, a apresentacdo de uma animacao modelada em AGA pode
ser obtida a partir da simulacao dos atores AGA, na qual estes processam em paralelo
suas fitas de entrada correspondentes, e emitem as imagens de saida em uma
mesma cena animacgao, respeitando as camadas determinadas pela relagdo de
ordem.

Como exemplo tem-se a Fig. 9 que ilustra a modelagem em AGA. A animacao
tem duracdo de 1900ms e cada uma das imagens representa a situacao dos atores a
partir do instante indicado no canto superior esquerdo.

A modelagem da animacao é criada a partir de dois atores: Bicho e Maca, os
quais sao especificados como segue:

*  Bicho = ({q1, 2, Qs3, Q4}, {1, 2, 3, 4}, A1, On1, Act, Q1, 03, {Trans(x,y)}, {"Boca
Aberta’, “Contraido”, “Alerta’}), onde 4, 611 € A¢1 estdo descritos na Fig. 8 (Ator Bicho).
A imagem mais préxima a transicao indica a associacao da saida. A fungcéo oy é
mapeada como: oy(qz) = "Alerta”, 01(q3) = "Boca Aberta” e o1(qq4) = "Contraida’.

e Macé = ({q1, q2}, {1, 2}, Az, Oiz, Acz, q1, 02, {Trans(x,y)}, {“Mordida’}), onde
Ao, O12 € Az €stdo descritos na Fig. 8 (Ator Macd) e o»(q2) = "Mordida’.

A funcédo Trans(x,y), pertencente ao conjunto de fungdes F de cada ator,
efetua a translacéo da imagem de saida nos eixos X e Y. A origem dos eixos é o canto
superior esquerdo da area de animacao.

Para esta animacao séo especificadas duas fitas de entrada, uma para o ator
Bicho e outra para o ator Mac4, respectivamente, como segue:
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o ftsicho = (1, 200, Trans(2,50))(2, 200, Trans(32,0))(1, 200, Trans(32,0))(4,
200, Trans(32,0))(1, 200, Trans(32,0))(3, 200, Trans(32,0))(2, 500, Trans(32,0))(3,
200, Trans(32,0)).

. ftvaga = (1, 800, Trans(142,70))(2, 1100, Trans(142, 70)).

Portanto, a animacao € especificada como AGA= ({(Bicho, ftgicno), (Maca,
ftwaca)}, <), onde Maga < Bicho. Note que o modelo descreve todo o comportamento
dos atores na animacao de tal forma que a simulacdo dos autébmatos pode ser
utilizada para compor as imagens de saida em qualquer um dos instantes do intervalo
0 até 1900ms. Na Fig. 9, abaixo de cada imagem, sao representados os estados
correntes de cada ator e suas transicbes durante a simulacdo. Note que,
primeiramente, ambos os atores ocupam o estado inicial, e no instante 0 com a leitura
da primeira célula de cada fita, as transicdes dos atores sdo provocadas emitindo as
respectivas imagens de saida.

Os atores realizam suas transicdes, indicadas pelas setas na Fig. 9, de forma
independente mediante a leitura do conteldo de cada fita. Na animacéo representada,
o ator Macga realiza apenas duas transi¢cdes durante a animacao, enquanto o outro
ator realiza oito. As fitas foram construidas para que o fechamento da boca do bicho

coincida com a troca de imagem da maca.

0 ms 200 ms 400 ms

Ator )
t 1 4
Bicho [i:> estado g 2 estado q 1 estado q1 4

600 ms

anadll

estado q3

-ﬂ‘

Ator [1: >
Maca y

estado q1
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—ﬂ‘

1000 ms

i

1200 ms

S B

1700 ms

S B

1 estado q1 3

estado q2 2

estado q2 |:§

estado q2

>

estado q2

Figura 9 — Animacéao envolvendo dois atores AGA
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No modelo AGA nao é fundamentado matematicamente, como se podem criar
novas animacoes a partir dos atores originais. O que se subentende € que sera
necessario que se criem novos autématos ou que se modifiquem as fitas de entrada
de todos os atores envolvidos na animacao.

Contudo, esse exemplo é bastante relevante, pois apresenta de forma clara e
didatica, através da divisao em camadas, com a respectiva sobreposi¢cdo de imagens,
0 que ocorre no processo de sincronizacao de autdmatos.

A sincronizacao de autbmatos pode também, ser realizada através do produto
cartesiano — conjunto de todas as combinagbes possiveis das transicdes entre os
estados — entre os autdbmatos (grafos rotulados e orientados para representagéo de
sistemas) que se deseja sincronizar e, a partir desse produto cartesiano, suprimir 0s
estados e as transicoes que nao serao utilizados, restando somente o conjunto de
estados e transi¢des pertinentes a sincronizacao almejada (HAEUSLER; MENEZES,
2001).

Um exemplo desse processo de sincronismo é mostrado a partir da Fig. 10,
onde considerando os grafos reflexivos (esquerda e centro) os quais representam os
sistemas Flip-Flop e Reldgio. Uma transicdo identidade de um nodo é interpretada
como uma transi¢ao do tipo sem operacgéao, a qual ndo altera o estado do sistema.

O grafo resultante do produto cartesiano ilustrado na Fig. 10 (direita) € um
sistema no qual as transicoes representam todas as combinagdes sincronas e
assincronas de flip e flop com tic e tac.

Notamos que, por exemplo, a transicao <flip, 1,>: <A, X> — <B, X>, etiquetada
simplesmente por flip, € a ocorréncia de flip juntamente com sem operacédo e,
portanto, pode ser interpretada como simples ocorréncia de flip. Por simplicidade, as
transicoes: <flip, tic>, <flip, tac>, <flop, tic> e <flop, tac> sao abreviadas por <fi, ti>, <fi,

ta>, <fo, ti> e <fo, ta>, respectivamente.
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Figura 10 — Produto de grafos reflexivos como combinador de sistemas

Caso, no sistema Flip-Flop x Relégio da Fig. 10, for desejado, por exemplo,

sincronizar as transicoes de flip com tic e permitir que flop e tac ocorram livremente, ou

seja, que somente as seguintes transi¢cdes ocorram: <flip, tic>, flop, tac e <flop, tac>.

Entdo, é suficiente “restringir” o sistema resultante, ou seja, “apagar’ as

transi¢cOes etiquetadas por flip e tic, como ilustrado na Fig. 11 (direita), no qual as

transicdes “apagadas” estdo representadas com um traco diferenciado.

flip N tac
flo <A X tic
A e
=
v
<fo ti= ¥~
<B,X=§ (<A,Y>
1 ) <fita> i
A
=3
a
N
tac <B’Y>} flip
tic 1l ‘ flop

Flip-Flop x Relagio

tac

E tac
flo <A,X>;
A N {
=
W
<AY>
L
A
g
o
¥
<B Y=
e | ﬂOp

Flip-Flop x Relogio
sincronizado

Figura 11 — Produto de sistemas e correspondente sincronizacao

Deste modo, a sincronizacdo determina o comportamento conjunto de

autdmatos seqlienciais (MENEZES, 1996). E uma operacdo que consiste,
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basicamente, de uma restricdo da composicéo paralela, induzida por um conjunto de
sincronizagdes (restricoes) ao nivel das etiquetas dos autbmatos componentes.



3 Automatos Temporizados

O modelo de Autématos Temporizados (Timed Automata) de Alur e Dill foi
proposto com o objetivo de modelar o comportamento de sistemas de tempo real. Tal
modelo pode ser visto como um sistema de transicdo, o qual possui um grafo de
transicao finito com restricdes de tempo associadas a suas arestas e estados (ALUR;
DILL, 1994; ALUR, 1999).

As restricoes sao construidas a partir de variaveis de controle de tempo,
chamadas de relégios. Um autdmato temporizado pode representar tanto
caracteristicas quantitativas, como periodicidade, quanto caracteristicas qualitativas,
como o nao determinismo. O modelo de tempo utilizado pelo autdmato temporizado é
denso, ja que armazena valores reais para os relégios, os quais determinam o tempo
decorrido desde a sua ultima inicializagao. O incremento dos valores dos reldgios €
realizado de acordo com uma referéncia global de tempo. As transicées entre os
estados sao consideradas instantaneas e o tempo passa durante a ocupagao de um
estado, também chamado de locacdo. Uma transicdo sé pode ser realizada se a
avaliagéo do reldgio satisfizer a restricdo da aresta. Do mesmo modo, um estado pode
ser ocupado apenas pelo tempo tolerado pela restricido associada a ele, também
chamada de restri¢cao invariavel.

A Fig. 12 exemplifica um autébmato temporizado que possui os estados qp
(estado inicial) e q;. Nesse exemplo, existe apenas um reldgio rotulado como x, e duas
restricbes, uma associada a aresta (q+, qo), € uma restricao invariavel associada ao
estado q;. A restricdo ligada a aresta permite que ocorra uma transi¢cao de q; para qo
apenas quando o valor do relégio x for superior ou igual a 1. Por outro lado, a restricao
invariavel em q;, restringe a permanéncia do sistema neste local apenas enquanto o
relégio x possuir valores inferiores a 2.

Na aresta (qo, q1) existe uma inicializagdo de x (x:=0), a qual determina a
atribuicao de x com 0, toda vez que for utilizada. Desta maneira, 0 modelo expressa
que um evento b sé pode ocorrer dentro do intervalo de tempo [1, 2] apds a ocorréncia

de um a.
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b,x=1

Figura 12 — Exemplo de um autémato temporizado

Formalmente, para um conjunto de variaveis de relégio X, o conjunto de
restricdes, denotado por @(X), possui as restricoes de reldégio ¢ definidas pela
gramatica: p=x<c/c<x[x<c[c<X]@: A @, 0onde x &€ um reldgio em Xe cé uma
constante em Q (qualquer valor racional ndo zero). Ou seja, as restricbes sao
definidas a partir da comparagdo de um reldégio com uma constante de tempo.
Restricbes como verdadeiro, x = ¢ e x € [2,5), podem ser definidas como formas
abreviadas.

A interpretacao de relégio v para um conjunto de relégios X, associa um valor
real para cada reldgio, ou seja, realiza o mapeamento de X para o conjunto 9*
(numeros reais ndo negativos). Uma interpretacao v para X satisfaz uma restricao de
relégio ¢ sobre X, se e somente se, ¢ € verdadeira para os valores dados por v. Para ¢
e 9 (reais), v + ddenota a interpretacao de reldgio que mapeia todo reldégio x para o
valor v(x) + 6. Para Y < X, v[Y.=0] denota a interpretacdo de relégio para X que
associa 0 para cada relégio x € Y, e mantém a evolugcao dos outros relégios segundo
v (ALUR; DILL, 1994; ALUR, 1999).

Definicao 12 O autémato temporizado (ALUR, 1999) é definido como uma
seis-upla:

Atemp = (L, L°, . X, I, E)

Onde:

L — conjunto finito de estados (ou locagdes);

L° — conjunto de estados iniciais (L° c L);

2’ — alfabeto de simbolos de entrada (ou rétulos);

X — conjunto finito de relogios;

| — mapeamento que associa cada estado s em L com alguma restricdo de
relégio em &(X), ou seja, uma restricao invariavel;

E — conjunto de transigdes (E c L x X' x 2 x &(X) x L). Uma transicao <s, a, ¢,

A, 8’> representa uma transicdo do estado s para s’ mediante o simbolo a. A restricao
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de reldégio ¢ determina quando a transicdo esta habilitada, enquanto o conjunto A ¢ X

determina os reldgios a serem inicializados nessa transi¢ao.

O comportamento do autbmato temporizado pode ser definido a partir dos
conceitos tradicionais de sistemas de transicdo. Seja Atemp um autbmato
temporizado e Saemp UM sistema de transicdo associado a ele, onde um estado de
Satemp € UM par (s, v), tal que s & um estado de Atemp e v é uma interpretagéo de
relégio para X (conjunto finito de reldgios) que satisfaz a restricao invariavel /(s). Um
estado (s, v) é considerado inicial, se s € um estado de Atemp e v(x)=0 para todos os
relogios. O alfabeto de simbolos de entrada (Xatwemp) do sistema de transi¢céo Satwemp €
dado por 2 v 9 (reais). Ha dois tipos de transicées em Sawemp, 0 €stado pode mudar
devido:

1)  ao passar do tempo: para um estado (s, v) e um valor real de incremento
de tempo 520, (s, v) =’ (s, v + 6), se para todo 0 < & < 6, v + & satisfaz a restrigao
invariavel I(s), ou seja, € tempo transcorrido no estado s até que a restrigdo invariavel
seja satisfeita;

2) atransicao de estado no autdmato temporizado: para um estado (s, v) e
a uma transigéo <s, a, ¢, A, s’>, tal que v satisfaz ¢, (s, v) -? (s’, v[1:=0]), ou seja, é a
transicdo do estado s para s’, com a leitura do simbolo do alfabeto de entrada a, em

gue seja satisfeita a restricao ¢ da aresta.

Por exemplo, o autdmato da Fig. 12, definido como o autémato temporizado
Atemp = ({qo, q1}, {qo}, {a, b}, {x}, I, {(qo, a, verdadeiro, {x}, q1), (q1, b, x>1, {}, qo)}), onde
I(q1) = xs2, pode ser descrito pelo sistema de transic&o Saemp = (Qatemp, Qatemp’s Zatemp,
T), onde Quatemp = {Go, 1} x I (reais), Qatemp’ = {(q0, 0)}, Zatemp = {a, b} L 9 (reais) e T
€ conjunto de transicdes que respeitam os tipos definidos acima. A seqiiéncia abaixo:

(qo, 0) =° (0, 3) = (q1, 0) =°° (q1, 0.5) = (q1, 1.5) =° (qo, 1.5) -7 (g1, 0)

é representada por uma série de transigbes validas para o sistema Sawemp €
consequentemente descreve o comportamento do autdmato temporizado Atemp para
uma determinada sequéncia de eventos (ALUR, 1999).

Quando ocorrer a existéncia de mais de um rel6gio associado ao Satemp, 0 S€U

estado mapeia todos os reldgios do sistema. Por exemplo, se for associado ao
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autdmato da Fig. 12 um outro relégio (y), entdo, seu estado seria definido por uma
tripla (s, v(x), v(y)).

A seguir é apresentado um exemplo bastante relevante da aplicagdo de
autdmatos temporizados no modelo de Animacao Grafica baseada em Autématos
Temporizados Sincronizados (AGA-S), o qual é uma extensdo do modelo AGA ja

citado na secéo 2.5.

O modelo AGA-S estende o modelo AGA para prover restricdes temporais as
especificacoes dos atores e também ampliar as funcionalidades do modelo quanto a
interacdo com o observador da animagao. As restricdes temporais sdo adicionadas ao
modelo com o objetivo de atribuir propriedades de temporizacdo ao padrdao de
comportamento dos atores, como também subsidiar a apresentacdo de midias
continuas na animagao, além das imagens estaticas utilizadas como saida no modelo
AGA.

O elemento cénico (ator) é a unidade basica em uma animagédo AGA-S, seu
objetivo é descrever as caracteristicas estéticas e comportamentais de cada parte
estrutural da animagéao. O ator AGA-S também tem o alfabeto de saida estendido para
emitir ndo s6 objetos discretos’, como no modelo AGA (imagens estaticas), mas
também objetos continuos, como, por exemplo, sons (ACCORSI; MENEZES; NEDEL,
2001).

Definicao 13 O ator AGA-S (ACCORSI; MENEZES; NEDEL, 2001) é definido
como uma seis-upla:

Ats = (Atemp, A, Ac, 0, F, D)

Onde:

Atemp — autémato temporizado Atemp = (L, L° =, X, I, E);

A — alfabeto de simbolos de saida;

Ac — fungdo de saida contextual (fungdo parcial Ac: ExF* — AF);

o0 — funcéo descricdo (funcédo parcial o: L — D);

F — conjunto finito de fungdes de transformacéo de AF, em que A é composto
por todas as imagens que podem ser produzidas pela composicdo de zero ou mais

imagens de A transformadas por zero ou mais fungées, ou seja, a imagem de saida

' O termo discreto indica que a apresentacdo do objeto é instantanea, enquanto o termo continuo é
adotado para objetos que necessitam de tempo para a apresentacao.
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pode sofrer transformagdées com o objetivo de se adequar ao contexto da cena
representada;

D — conjunto finito de descrigdes.

As restricdes temporais dos relégios em Atemp definem o comportamento
dindmico do ator em relacdo ao tempo de permanéncia nos estados e os intervalos
disponiveis para transicdo. A Fig. 13 ilustra o ator bicho, apresentado inicialmente na
secao 2.5, modelado a partir da definicdo do ator AGA-S. Nota-se que, agora, esse
ator possui restricdes temporais vinculadas aos estados e transicées definidas sobre

um reldgio y.

et
1
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q3 ql
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Figura 13 — Ator bicho temporizado

Ao estado g4 do ator bicho é atribuida uma restricao invariavel, a qual
determina que a imagem dele contraido sera emitida, no maximo, por um tempo
inferior a 400 milésimos de segundo, enquanto a restricdo vinculada a aresta (g4, q1)
determina que esta mesma imagem podera ser apresentada, no minimo, por um
tempo inferior a 200 milésimos de segundo. Nota-se que, em toda fita de entrada
especificada para esse ator, essas restricoes deverdo ser respeitadas e, portanto,
todas as animacdes em que ele participar esse padrdao de comportamento dinamico
sera mantido.

O alfabeto de saida A € um conjunto finito de objetos para apresentacao.
Esses objetos podem ser discretos ou continuos. Para esta definicdo do modelo
AGA-S sao estabelecidos quatro tipos primitivos de objetos: texto, som, grafico

(imagem) e video.
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Nota-se que a funcao de saida contextual A. permanece a mesma do modelo
AGA, apenas foi adequada para vincular a saida as transicbes do autémato
temporizado.

O conjunto de funcbes de transformacao F, utilizado pela funcao de saida
contextual, tem o mesmo propésito do definido no modelo original, porém, pode ser
explorado para a definicao de fungdes para tratamento de midia continua, como, por
exemplo, selecionar parte da midia para apresentacéo.

O comportamento de emissao da saida para os objetos discretos permanece
o mesmo do modelo AGA. O objeto vinculado a aresta do autbmato é transformado
pelas fungcdes determinadas na fita de entrada e apresentado no momento da
transicdo. Para os objetos continuos, em especial, a transicdo dispara o inicio da
apresentacao, e o tempo de duracao da midia avanca durante a ocupacéao do estado.

A funcdo descricdo o e o0 conjunto de descricoes D mantém as mesmas
definicoes do modelo AGA com o propésito de estabelecer a vinculacao de descricdes
semanticas aos estados do autdmato temporizado.

E importante ressaltar, que embora as caracteristicas da fita de entrada para
os atores AGA-S permanecam as mesmas do modelo AGA, durante a especificacdo
do conteudo das células, as restricbes temporais devem ser respeitadas (ACCORSI;
MENEZES; NEDEL, 2001).

3.1 Composicao

A composicdo de autbmatos temporizados € essencialmente uma
composicao de sistemas de transi¢édo, que além de todas as combinac¢des de estados
e transi¢des, realiza também a juncéo das restricdes e unidao dos relégios.

Formalmente, a composicéo de um autdmato temporizado Atemp; = (L1, L{°,
21, Xy, 1y, E1) com Atempz= (Lz, L, 3o, Xo, I, Ez), denotado por Atemp;//Atempa, é o
autémato temporizado Atempresuitaco = (L1XLz, L1°XLL, Y1055, X1UXo, I, E), onde I(sy,
S») = I(s1)Al(s2). Assume-se que X1 Xo= & As transicoes de E sao definidas por:

1) paraae Xinlp paratodo <sy, a, ¢1, A1, S'1>em E;e <Sp, a, o, Ao, S'o>
em Ep, E possui <(Sy1, Sz), @, @1 A @2, A1 UAo, (S'1, S'2)>.

2) paraace 2i-2» paratodo <s, a, ¢, 4, s’>em E; e todo tem L,, E possui
<(s, t), a, @, 4,(s), t)>.
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3) paraael>li paratodo <s, a, ¢, 4, s>em E,e todo tem Ly, E possui
<(t, s), a, ¢, 4,(t, S)>.

Neste trabalho, a composicao é realizada a partir de uma operacao sintatica
onde nao é efetuada a analise das restricoes. Desta forma, as possiveis conjuncdes
das restricoes temporais que podem causar limites impossiveis de serem satisfeitos
(restricbes conflitantes) sao solucionadas através de algoritmos de verificacao de
sistemas, conforme estdo nos artigos estudados sobre autématos temporizados
(ALUR, 1994; ALUR; DILL, 1996; ALUR, 1999).

A composicao de autbmatos temporizados determina o sincronismo a partir
dos simbolos comuns do alfabeto de entrada. Esta operacao possibilita que sistemas
complexos possam ser definidos a partir do produto dos sistemas componentes
(ALUR, 1999).

Nesta secdo € apresentado um exemplo sobre a composicdo entre uma
cancela de bloqueio para passagem de trem e um controlador eletrénico que é
sensivel aos movimentos de chegada e partida do trem em frente a cancela.

O autémato temporizado P = ({ty, t, to, t3}, {ty}, {abaixar, descida, levantar,
subidaj, {y}, Ip, Ep) é criado para modelar o comportamento da cancela de bloqueio
quanto ao tempo de resposta aos sinais de abaixar e levantar. O estado {, indica a
cancela aberta (elevada), enquanto f, representa a cancela fechada (abaixada). Os
estados t; e tzindicam a espera entre a requisicdo de uma tarefa e sua resposta com
uma agao. As restricoes invariaveis Ip(t;) = y < 1 e Ip(tz) = y < 2 em Ip determinam,
respectivamente, que a cancela pode demorar no maximo 1 minuto depois de emitido
o sinal abaixar para bloquear (descida), e pode esperar no maximo 2 minutos para
abrir (subida) mediante o sinal de levantar. O conjunto Ep pode ser visto através da
presenca das arestas na Fig. 14. A restricdo y > 1 na transicao de {3 para fy, indica o
tempo de espera minimo para determinar a subida da cancela. Devido a essa
restricdo e a restricao invariavel em t;, apds o sinal de levantar, o evento de subida
deve ocorrer entre 1 e 2 minutos. Os controles temporais sao realizados sobre o Gnico

relogio y.
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descidia

levantar ‘[-
o=t 2

Figura 14 — Autémato temporizado da cancela

O autébmato temporizado P se comunica com o controlador eletrénico através
dos simbolos abaixar e levantar. A modelagem do comportamento do controlador é
definida pelo autémato temporizado C = ({uy, uy, Uz}, {uo}, {aproximacao, afastamento,
abaixar, levantar}, {z}, Ic, Ec) quando este registra a aproximacao e afastamento do
trem. Os estados u; e u, simbolizam, respectivamente, o tempo de resposta para os
eventos de aproximacao e afastamento do trem. As restrigdes invariaveis Io(u;) =
Ic(uz) = z < 1 determinam que o tempo de resposta aos eventos deve ser de no
maximo 1 minuto.

Devido a presenca da restricdo z = 1 na aresta de u; para up, 0 tempo de
resposta para abaixar a cancela fica fixado em exatamente 1 minuto. O conjunto de

transicdes E. pode ser visto através da presenca das arestas na Fig. 15.

z:=0
afastamento

=0
aproxima g,‘('i()

levantar abaixar

-
&

Figura 15 — Autémato temporizado do controlador eletrénico

A computacédo conjunta dos dois autdmatos interagindo pode ser vista através
da composicao. Esta operacao utiliza os simbolos comuns, levantar e abaixar, para
estabelecer o sincronismo entre os dois autbmatos. A composicao temporizada dos
autdmatos é definida como:

PC = P||C = (Lpc, L%c, Zpc, Xpc, lIpc, Epc)
Onde:

Lpc = {to, t1, to, t3} X {Uo, Uy, Uz} = {toUo, touy, toUz, tiUo, tiUy, tiUs, tolg, toUy, tols,
t3Uo, tsuy, tsus);
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L%c =fto} x {uo} = {tolio};

Epc = {abaixar, descida, levantar, subida} v {aproximacdo, saida, abaixar,
levantar} = {aproximacdo, saida, abaixar, levantar, descida, subidaj;

Xec={y} vz} ={y, z};

Ipc € 0 conjunto de restricdes invariaveis obtido pela conjuncao das restricoes
dos autébmatos originais, por exemplo, Ipc(tius) = Ip(ti)rlc(u;) = y<1 A z<1. Os
elementos desse conjunto podem ser observados em cada estado na Fig. 16.

Epc € o0 conjunto de transi¢cdes definidas de acordo com sua participacao no
autdmato original. Para as transicoes de simbolos de sincronismo € preciso manter os
estados de origem e destino originais, € compor a conjungdo das restricbes e
inicializacdes. Por exemplo, a partir de <ty, abaixar, {}, {y}, t;> em Ep e <u;, abaixar,
{z=1}, {}, up>em E¢ é produzida a transicao <tyu;, abaixar, {z=1}, {y}, tjup>. O conjunto
completo pode ser observado através das arestas na Fig. 16.

af)ro.\'i mr.'f(."o
z:=0 II

. $\
=0

afastamento
=0

\ -
Al
=~

aproximacio
=0
apreximacio
z:=0
iz

¢
()

L\\ A

i

aproximacdo

a
(5) &

subida

y 21
descida
D

subida

[

descida

. >
@ g e

levantar

Figura 16 — Composicao dos autdmatos temporizados P (cancela) e C (controlador)

A Fig. 17 ilustra a sequéncia de eventos « = (aproximagdo, 3)(abaixar,
4)(descida, 5)(afastamento, 9)(levantar, 10)(subida, 11.5), que respeita as restricoes
temporais da composicao PC, é representada pelos pares (a, t),onde ae 2pcete I
(reais). As caixas em cinza, na Fig. 17, demonstram a evolucdo do tempo para os

relégios ze y, assim como suas inicializagdes. As linhas verticais indicam a ocorréncia
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do evento, e suas interse¢des com a linha do tempo descrevem os instantes (em

minutos) que ocorreram.

aproximacdo descida levantar
abaixar afastamento subida
fempo 0 3 4 5 9] 10y 11,5
tu, Lu, [ tu, LU, tLu,| tu, U,
z 10 3|0 1l1 2|2 6lo0 11 25125
Y 10 313 4o 1|1 5|5 60 15115

Figura 17 — Comportamento da composicao P//C

O estado inicial é tyup € os reldgios z e y estao inicializados com 0. O primeiro
evento indica a aproximacao do trem aos 3 minutos e causa a transicao instantanea
para tou; que inicializa novamente z com 0. A transicdo de fyu; para t;up ocorre
exatamente com z = 1, devido a restricdo imposta na aresta. A transi¢ao de t;up para
toup, ocorre a descida da cancela permitindo a passagem do trem. Na transicao de toup
para tous€ reinicializado zcom 0, ocorrendo o afastamento do trem. A transicao de tou»
para tsupocorre quando a restricao invariavel Ipc(touz) = z< 1 € satisfeita, ocasionando
a requisicdo de levantar a cancela. A transicdo provocada pela subida (elevacao da
cancela) respeita a invariavel Ipc(tsup) = y < 2 e a restricdo da aresta y > 1, ocorrendo a
1,5 minutos do evento levantar.

Na composicao PC, todos os estados sdo acessiveis por alguma sequéncia,
porém ha composicdes que podem compor estados que nao sao alcancaveis devido
as restricoes de tempo combinadas. Isto ocorre porque a composicao é realizada a
partir de uma operacgao sintatica onde nao € realizada a analise das restricdes (ALUR;
DILL, 1996; ALUR, 1999).

Enfim, conclui-se que a utilizacao de autbmatos temporizados proporciona a
especificacdo do comportamento dindmico de objetos e prové mecanismos de
sincronizagdo. Além disso, as restricbes temporais providas pelo autémato
temporizado sdo de grande importancia para assegurar a apresentacdo completa
desses objetos com tempo de duracéao.



4 Teoria das Categorias

Este capitulo tem a finalidade de apresentar os conceitos béasicos e as
principais operacoes de Teoria das Categorias a serem aplicadas no decorrer deste
trabalho como uma ferramenta para o desenvolvimento do sincronismo entre os
autébmatos.

A Teoria das Categorias, criada por Samuel Eilenberg e Saunders Mac Lane
em 1945, é uma teoria recente que traz consigo uma idéia inovadora de entendimento
e abordagem. E um fato bem conhecido que essa teoria é considerada atualmente
uma das mais valiosas ferramentas em Computacdo Cientifica, especialmente na
area de Informatica Teorica. Entre as diversas caracteristicas que motivam seu uso
em Ciéncia da Computacao, destacam-se:

- independéncia da implementacao: permite formalizar propriedades abstratas
independentes de estruturas;

- dualidade: a nocao categorial de dualidade divide o trabalho pela metade,
tanto em termos de construcdes como de resultados;

- heranca de resultados e comparacdo de expressividade de formalismos:
onde a primeira permite que se construam novas categorias a partir e categorias
existentes, simplificando sobremaneira e até dispensando a verificacdo de alguns
resultados, e a segunda é possivel comparar a passagem de um tipo de estrutura
matematica para outra;

- notacdo grafica: € a expressao de equacdes na forma de diagramas,
facilitando a identificacdo e a compreensdao de seus componentes e de seus
relacionamentos;

- expressividade de suas construgcdes: permite formalizar idéias complexas de
forma simples, bem como propicia um novo, ou melhor entendimento das questdes
relacionadas a toda Ciéncia da Computacdo (HAEUSLER; MENEZES, 2001;
DIRETRIZES, 2005). Essas construcdes freqlientemente ndo possuem paralelo nas
demais teorias como na Teoria de Conjuntos (HAEUSLER; MENEZES, 2001).

Teoria das Categorias estuda “objetos” (conjuntos estruturados) e
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“‘morfismos” (setas) entre eles. Estas entidades sdo ambas primitivas em Teoria das
Categorias. Essa é uma abordagem diferente da usualmente adotada na Teoria dos
Conjuntos, onde os elementos e as fungcbes sdo as entidades primitivas, € ndo os
objetos e morfismos.

Assim, propriedades, na Teoria das Categorias, devem ser especificadas em
termos dos objetos e morfismos, ou seja, em termos de existéncia, unicidade,
equacoes, etc., definidas sobre objetos e setas (ASPERTI; LONGO, 1991).

A seguir é apresentado o conceito de Categoria no qual, além das cole¢cdes de
objetos e morfismos, é introduzida uma operacdo denominada composicao (de
morfismos), a qual deve ser associativa. E adicionalmente, a cada objeto deve ser
associado um morfismo identidade (MAC LANE, 1971).

4.1 Categoria

Definicao 14 Uma categoria C é uma seis-upla:
C = <Ob¢, Morg, dy, 4, 1, 0>
Onde:
Obc — uma colecao de objetos, denotados por a,b, ..., A, B, ...;
Morc — uma colegdo de morfismos, denotados porf, g, ...;
do, di: Morc — Obc — sdo operagbes denominadas Dominio (origem) ou
Codominio (destino), respectivamente. Um morfismo f tal que dy(f) = A (ou dom(f) = A)
e di(f) = B (ou cod(f) = B) é usualmente denotado por:
f:A—>B
1. Obc — Morc — uma operacao denominada identidade (id) tal que cada
objeto b é associado a um morfismo:
:b—>b
o: (Morc)? — Morc — uma operagdo denominada composigao tal que cada par
de morfismos:
<fra—>b,g:b—>c>
E associado a um morfismo:
gofra—c

tal que dom(f o g) = dom(g) e cod(f o g) = cod(f).
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As operacbes de identidade e composicdo devem satisfazer as seguintes
propriedades:
a) Propriedade da Identidade: para quaisquer setas fe g, tal que cod(f) =

dom(g) = b, tem-se que: id,bof=fe goid, =g.
b) Propriedade Associativa: para quaisquer setas f, g e h, tal que dom(f) =

cod(g) e dom(g) = cod(h), tem-se que: (fog)oh=1fo (go h).

Observacgodes:

— Dados dois objetos A e B, o conjunto de todos os morfismos ftal que f: A
— B é denotado por C[A, B]. Assim, f € C[A, B] significa que dom(f) = A e cod(f) = B.

— Pela definicdo de categoria, todo objeto B € Ob¢ deve possuir uma
identidade idg: B — B, e esta identidade € Unica pois se existisse uma idg‘ # idg entao,
pela propriedade da identidade, ids‘ = idg 0 idg* = idp.

— Um morfismo em que coincide origem e destino é chamado de

endomorfismo.

Em Teoria das Categorias nao consideramos a estrutura interna dos objetos,
apenas as relacées estabelecidas entre eles pelos seus morfismos (MENEZES,
1996).

Na Tab. 1 segue uma lista de alguns exemplos de categorias especificando
seus objetos e morfismos (ASPERTI; LONGO, 1991; MENEZES, 1996):

Tabela 1 — Exemplos de categorias

Categoria Objetos Morfismos

Set Conjuntos Funcoes (totais)

Top Espacos topoldgicos Funcbes continuas

Vect Espacos vetoriais Trar1|§formagoes
ineares

Grp Grupos Homomorfismos de
grupos

PO Conjuntos parcialmente Func¢des monotbdnicas

ordenados

Por exemplo, para comprovar que Set & uma categoria, basta verificar a

associatividade de funcées e a identidade:
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Dados os morfismos f-A — B, g: B — Ce h: C — D, e para qualquer a € A:
((hog)of)(a)=(hog)f(a) = h(g(f(a)) = h(g o f(a)) = (h o (g 0 f))(a)
Para qualquer f: A — B e para qualquer a € A:
(f o ida)(a) = f(ida(a)) = f(a) = b = idp(b) = idp(f(a)) = (ids 0 f)(a)

4.2 Diagramas

Uma importante ferramenta da aplicacdo de Teoria das Categorias é o uso de
diagramas para representar equacdes (ASPERTI; LONGO, 1991), facilitando
sobremaneira a identificacdo e a compreensdo de suas componentes e de seus
relacionamentos. E ainda permite inferir novas equacbes a partir de outras ja
conhecidas. Além disso, é essencial ressaltar o uso dos diagramas de setas, pois
muitas propriedades de sistemas matematicos podem ser unificadas e simplificadas
por eles (MAC LANE, 1971).

Definicao 15 Em um diagrama, o morfismo f € C[a, b] é desenhado como

uma seta do objeto a para o objeto b rotulada por f.
f

a——-:19

Exemplo 4 Sejam os morfismos f:a — b, g:a —» ¢ e h: ¢ — b, entdo seu

diagrama é:

J’I—:—"h
RT?*
=

E para representacao da identidade seria:

a——-=}

1d, s
() . l /

a—=) ou u.

Um diagrama é dito um diagrama comutativo se, a composicao dos morfismos
ao longo de qualquer caminho entre dois objetos fixos é igual. Por exemplo, as
propriedades de associatividade e identidade da definicdo de categoria podem ser
adequadamente visualizadas pelos diagramas comutativos que seguem (ASPERTI;
LONGO, 1991):
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- Propriedade Associativa: Dados os morfismos f:¢c - d, g:b - ce h:a - b,

entdo (fog)oh=fo(goh).

- Propriedade Identidade: Dados os morfismos f:b — a, g:a — ¢, entdo id, o f

=fegoid,=g.

h——a

e

e
g

4.3 Categoria dos Grafos

Grafos sao freqlentemente usados para representar sistemas. Alguns
exemplos tipicos foram mencionados como os formalismos: autdmatos e sistemas de
transicdo. Assim tal importancia nesses casos, sdo as constru¢des categoriais de
produto e coproduto que podem ser interpretadas como combinadores de sistemas
(HAEUSLER; MENEZES, 2001).

Resumidamente, um grafo é constituido de nodos e arcos. A cada arco é
associado um nodo origem e um nodo destino (DIESTEL, 2005; FEOFILOFF;
KOHAYAKAWA; WAKABAYASHI, 2005).

Faz-se necessario especificar o conceito categorial de grafos, sendo que
serdo utilizadas a operacao categorial de produto e demais construcdes categoriais
estudadas nessa monografia.

Definicao 16 Um grafo G é uma quatro-upla:

G=<V, T, o di>

Onde:

V — um conjunto de nodos ou vértices;

T —um conjunto de arcos ou arestas;
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oo, di: T — V —sdo operagoes totais (fungbes) denominadas origem e destino,
respectivamente. Um arco normalmente é denotado por t: A — B, tal que dp(t) = A e
ai(t) = B.

4.3.1 Homomorfismo de grafos

Um homomorfismo de grafos deve preservar a estrutura dos grafos, ou seja,
ao mapear os nodos e arcos, € deve preservar as operacoes de origem e destino.
Uma interpretacdo usual para um homomorfismo de grafos é a de implementacao
(simulacao), ou seja, como o grafo origem pode ser implementado (simulado) pelo
destino. Assim, se grafos representam sistemas, um homomorfismo de grafos
representa uma implementacado de um sistema em outro.

Definigéo 17 Sejam G1 = <V1, T1, 0701, 0711> e Gz = <V2, Tg, 802, 812> grafos. Um

homomorfismo de grafos:

h: Gy - G>
€ um par de fungoes:
h =<hy, h>
onde:
h:Vi—> Ve e hpTi—>T;
sdo tais que:

8020h7=h\/00701 e 8120/7T=th0711

Exemplo 5 Dados os grafos:

Gi =<{A, B, C}, {r, s, t}, do1, d11>

G>=<{1,2, 3}, {a, b, ¢, d, &}, doz, J12>

llustrados na Fig. 18. O homomorfismo de grafos: h = <hy, hr>: G; — Go

ilustrado na mesma figura preserva origem e destino dos arcos (HAEUSLER,;
MENEZES, 2001).
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Figura 18 — Homomorfismo de grafos preserva origem e destino

4.3.2 Categoria Gr

A categoria Gr dos grafos é tal que possui todos os grafos como objetos e
todos os homomorfismos de grafos como setas. Sendo que a composicdo de
homomorfismos de grafos é definida a partir da composicdo das funcdes
componentes.

Definicao 18 A categoria Gr, definida como segue, constitui uma categoria:

Gr = <Obg, Morg, oy, J1, 1, 0>

Onde:

Obg, — colecao de todos os grafos;

Morg, — colecdo de todos os homomorfismos de grafos;

o, d1: Morg, — Obg, — s80 tais que, para qualquer homomorfismo de grafos h:
G; — Goonde Gy = <V, Ty, do1, d11> € Go = <V, Tp, dpo, di2>, tem-se que:

doh) =Gy e Ji(h)=Gz

1. Obgr — Morg, — é tal que cada grafo Gem que G =<V, T, oy, di> € associado

ao homomorfismo identidade:
idg: <idy, idr>=G — G

emque:idy: V — Veidr: T — T sdo as fungdes identidade, e claramente idg é
um homomorfismo de grafos e satisfaz a propriedade da identidade.

o: (Morg,)* = Morg, — uma operagdo parcial de composicdo definida sobre as
fungbées componentes dos homomorfismos de grafos, ou seja, para quaisquer f = <fy,

fr>: G; —» Goe g = <9y, gr>: G2 — G3, tem-se que:
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gof=<gy, gr>o0<fy, fr>=<gyvofy, gro fr>

Como a composicdo de fungdes € associativa, entdo a composicao de

homomorfismos de grafos também é associativa.

4.4 Produto Categorial

Pode-se dizer que o Produto em Teoria das Categorias generaliza a no¢ao de
Produto Cartesiano da Teoria dos Conjuntos. Ja o Coproduto ou Soma generaliza a
Unido Disjunta da Teoria dos Conjuntos. Vale a pena ressaltar que em Teoria das
Categorias existe o conceito de dualidade, que “divide o trabalho pela metade, como
também correlaciona conceitos (aparentemente distintos)”, e Produto e Coproduto
sao conceitos duais (ASPERTI; LONGO, 1991). Nesta monografia abordaremos
somente o produto categorial para realizagdo da composicao paralela de autématos,
de acordo com a definicao abaixo:

Definicao 19 Sejam C uma categoria e a, b € Ob¢. O produto categorial de a
e b é composto por um objeto a x b junto com dois morfismos (projecées) p.:ax b — a
e pp:a x b — b tal que, dado um objeto ¢ € Ob¢ e para quaisquer morfismos f € C[c, a]
e g € C[c, b], existe exatamente um unico morfismo h € C[c, a x b] tal que o diagrama

ilustrado na Fig. 19 comuta.

c

N

= _—
Pa a x h b L

Figura 19 — Diagrama comutativo para produtos

Portanto, um produto categorial ndo € um objeto, mas sim uma tripla
constituida por um objeto e dois morfismos: <a x b, pa, pp>.

Qualquer objeto C juntamente com quaisquer morfismos f:c —»ae g:c —>bé
usualmente denominado de pré-produto dos objetos a e b. Logo, o produto <a x b, p,,

pPp>também é um pré-produto.
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Em vista disso, assim como o produto cartesiano, o produto categorial € uma
operacao reversivel. Ou seja, em um produto <a x b, ps, pp> 0s dois morfismos de
projecao p, € p, permitem recuperar as componentes originais do produto (MAC
LANE, 1971; ASPERTI; LONGO, 1991).

Exemplo 6 Em Set, sejam A = {1, 2}, B={a, b} e C ={x, y}. Entdo A x B = {(1,
a), (2, a), (1, b), (2, b)} e h é o unico morfismo que faz o diagrama comutar. Definimos
f, g e h de acordo com a sequinte ilustracdo abaixo:

4.5 Morfismos

Considerando-se que, em Teoria das Categorias, objetos sdo entidades
primitivas, ndo é possivel especificar construgées fundamentais — que sdo expressas
em termos de objetos e morfismos — analisando suas estruturas internas. Dessa
forma, as construcdes devem ser especificadas em termos de morfismos.

Os seguintes tipos de morfismos sédo introduzidos (CAMPANI, 2005):

o Monomorfismos, que generaliza a nogao de funcéo injetora.

o Epimorfismo, que generaliza a nogéo de fungcéo sobrejetora.

o Isomorfismo, que generaliza a no¢ao de funcao bijetora.

Monomorfismo: Um morfismo h: a — b é dito monomorfismo ou
simplesmente mono, tal que para qualquer objeto ¢ e para quaisquer morfismos g: ¢ —

ae f:c — a, se o diagrama na Fig. 20 comuta, entdo tem-se que: g = f.
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hog=hof

c—~a—-=b

f

Figura 20 — Diagrama comutativo para monomorfismo

Epimorfismo: Um morfismo h: a — b é dito epimorfismo ou simplesmente epi,
tal que para qualquer objeto ¢ e para quaisquer morfismos g: b - ce f:b - ¢, se 0
diagrama na Fig. 21 comuta, entdo tem-se que: g = f.

E o conceito dual de monomorfismo, obtido pela inversdo de setas na
definicdo.

goh=foh

>

a—— ITJ—:._,_('

f

Figura 21 — Diagrama comutativo para epimorfismo

Isomorfismo: Um morfismo h: a — b é dito isomorfismo ou simplesmente iso
conforme a Fig. 22, se e somente se h possui um morfismo inverso, ou seja, se existe
g:b —a, talque: goh=idse hog = idp E importante ressaltar que todo isomorfismo

€ mono e epi, embora o contrario ndo seja necessariamente verdadeiro.

id id

O h G
) A

g

Figura 22 — Diagrama de um isomorfismo

4.6 Sub-Objeto

Sub-objeto é a versdo categorial de subconjunto da Teoria dos Conjuntos.
Baseia-se na idéia de definir um subconjunto A < B como um monomorfismo f: D — B

(intuitivamente, um monomorfismo ftal que “f(D) = A”).
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Se existem muitas setas mono definindo o0 mesmo subconjunto, & necessario
introduzir uma classe de equivaléncia e definir sub-objetos usando-a.

Definicao 20 Seja C uma categoria. Se f: b — a e g: ¢ — a sdo duas setas
mono com destinos comuns em a, entdo dizemos que f < g (g fatora f ou, f é fatorado
por g), se e somente se existe h: b — ctalque go h =f.

Nota-se que o unico h € mono também, pois:

hok=hok'=gohok=gohok'=fok=fok’= k=K.

Se f <g e g <f, entdo dizemos que f = g. Entdo = é uma relagdo de
equivaléncia entre monomorfismos com destino comum. As classes de equivaléncia
determinadas por esta relacdo de equivaléncia sdo os sub-objetos de a (ASPERTI,
LONGO, 1991; MENEZES, 1996).

4.7 Equalizador

E uma construgdo categorial a qual, embora possa ser interpretada
adequadamente em Set, ndo possui correspondentes operacdes padrdoes na Teoria
dos Conjuntos capazes de expressa-las (MAC LANE, 1971; CAMPANI, 2005).

Dado um diagrama D constituido por dois morfismos paralelos f, g: A — B, um
equalizador pode ser interpretado, resumidamente, como segue:

O sub-objeto de A que caracteriza exatamente as condicées em que fe g sao
iguais. Assim, como o proprio nome indica, um equalizador é uma operacao que
calcula a estrutura maximal, sem redundancias, para a qual as duas setas paralelas
sempre coincidem.

Exemplo 7 Conforme a Fig. 23 abaixo, sefam f, g: A — B um par de funcées
‘paralelas” em Set. O subconjunto E < A no qual f e g coincidem é chamado
equalizador de f e g. Em uma caracterizacao categorial, E deve ser representado por

um sub-objeto, como uma seta mono i: E — A e i deve satisfazer a composi¢do: foi=

goi
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L ]
4
-~ LW

. |
] \ /

/ \_/ S

Figura 23 — Exemplo de equalizador em Set

Para garantir que | represente o0 sub-objeto “maximal’” devemos

adicionalmente exigir que:
- se h: C — A é outra funcéo, tal que fo h = g o h, entdo h “fatora” de forma
unica por meio de i, ou seja, existe apenas um k: C — E, tal que h =i o k. Como é

representado na Fig. 24.

E A B _
7N i i TR BRNESE /, X
[ Ay £\
| Il'l I‘II I‘I | L I‘|
| e e |
| | = |
|| | , | . ____[‘_,-. |
\ f— \ |
\ L e !‘."
‘\J_ L

I'\\I f."l
\_/ C

Figura 24 — Exemplo de equalizador em Set com i sendo o sub-objeto maximal

Desde que essa condicao de fatoracao Unica também implica que i é mono, é
fornecida a definicdo a seguir:

Definicao 21 Dado um par de morfismos f, g € C[a, b], um equalizador de f e
géumpar (e, i), e € Obc e i e Cle, a], conforme a Fig. 25, tal que:

. foi=goi;
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J Para todo h € C[c, a], fo h = g o h implica que existe um tnico morfismo
k e Clc, e], talque i o k = h.

Figura 25 — Diagrama comutativo para equalizador

O morfismo h é chamado de pré-equalizador. E o conceito dual de equalizador
€ 0 co-equalizador (basta inverter os morfismos).

Como introduzido anteriormente na subsecédo 4.3.1, uma interpretacao usual
para um homomorfismo de grafos € a de implementacdo (simulacao), ou seja, como o
grafo origem pode ser implementado (simulado) pelo destino. Assim, se grafos
representam sistemas, um homomorfismo representa uma implementacdo de um
sistema em outro. Nesse contexto, o grafo resultante do célculo do equalizador de
duas implementacoes paralelas (dois homomorfismos paralelos) é a parte do sistema
origem que é igualmente implementada no sistema destino. Ou seja, identifica o
subsistema que € implementado da mesma forma pelos dois homomorfismos (MAC
LANE, 1971; CAMPANI, 2005).

A definicdo abaixo, € uma das nocbGes mais poderosas de Teoria das
Categorias: o produto fibrado (pullback). Onde queremos generalizar o0s

equalizadores para morfismos com diferentes origens.

4.8 Produto Fibrado

O produto fibrado constitui uma construcao categorial importante e poderosa,
resumidamente pode ser interpretado como segue:

Dados dois morfismos f: b — ae g: ¢ — a (com um mesmo objeto destino), um
produto fibrado é um produto categorial dos objetos b e ¢ com dependéncia em a, ou
um produto de b e ¢ equalizado por fe g (MENEZES, 1996).

Definicao 22 Sejam C uma categoria e um diagrama D em C constituido por

um par de morfismos f: b — a e g: ¢ — a com destino comum em a, o produto fibrado
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de (f, g) é um objeto b x, ¢ e duas setas p: b x, ¢ — b e q: b x, ¢ — ¢, conforme a Fig.
26, tal que:

J fop=goq,ondefop,goq:bx,c—a;

J Para qualquer outra tripla (d, h: d—b, k: d—c), tal que g o k = f 0 h, existe
uma unica seta <h, k>,: d — b x5 ¢, talque p o <h, k>a=h e q 0 <h, k>5= k, que faz o

diagrama comutar.

L

b——a
Figura 26 — Diagrama comutativo para produto fibrado

Observacgoes:

—  Os subscritos “a” indicam dependéncia de b x, ¢ e <h, k>, sobre fe g,
mas 0s subscritos ndo sao opcionais, pois a notacdo deve indicar quando se trata de
um produto fibrado.

— O "quadrado’ de baixo é chamado de “quadrado do produto fibrado”
(pullback square).

— Uma caracteristica notavel é a semelhanca entre o produto fibrado e o
produto, onde na verdade o produto € um caso particular de produto fibrado
(HAEUSLER; MENEZES, 2001; CAMPANI, 2005).

4.8.1 Exemplo do Produto Fibrado como Restricao em Set

Na categoria Set. A construcdo do produto fibrado pode ser usada para
calcular a restricdo de uma funcao a partir de um subconjunto de seu codominio. De
fato, sejam f: A — B uma funcao e B’ < B. Como B’ é subconjunto de B, existe uma
funcgéo incluséao inc: B’— B é mono. Entao a fungao f’: A’ — B’, calculada pelo produto
fibrado ilustrado na Fig. 27, € a restricao de fpara o codominio B’, ou seja na Fig. 28:

para qualquer a € A’, tem-se que f ‘(a) = f(a).
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A Fig. 29 ilustra um caso particular de produto fibrado como restricao em Set.

N
A

A

7
AN

Figura 27 — Produto fibrado como calculo de uma restricao

-

Figura 28 — Restricao de uma funcao

inc

G D
[N
.
inc’ \ d

Figura 29 — Exemplo de restricao de uma funcao

Analogamente ao produto, o produto fibrado pode ser usado como operador
de sistemas, onde a idéia basica consiste em restringir um sistema, de forma a
satisfazer determinadas condi¢cdes. A restricio em questdo é obtida como uma
generalizacdo da restricdo em Set.
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A generalizacao da restricdo em Set para grafos pode ser interpretada como
um operador (unario) que permite obter uma restricio de sistema, ou seja, uma parte
do sistema original, preservando as suas caracteristicas (MENEZES, 1996;
HAEUSLER; MENEZES, 2001). Essa abordagem pode ser usada para, por exemplo:

— Reuso ou Herangca: o reuso ou heranca de “cddigo”, ou seja, o
aproveitamento (reuso) de parte de um sistema existente, como alguns tipos de
heranca na programacéao orientada a objetos.

—  Sincronizagdo: a sincronizacao de sistemas de acordo com uma tabela
de sincronizagdes (restricoes).

Sendo que esse Ultimo item é o principal para o desenvolvimento da
contribuicdo desta monografia, na qual pretende-se sincronizar autématos
temporizados e nao temporizados com a construcao categorial de produto fibrado

como restrigao.



5 Abordagem Categorial de Sincronizacao de Automatos

5.1 Sincronizacao de Automatos Nao Temporizados

A idéia principal deste trabalho é desenvolver uma abordagem categorial de
sincronizacdo de autbmatos com o objetivo de prover restricdes em sistemas, e de
poder sincronizar determinadas acées de um sistema componente com outro, e
vice-versa. As aplicacbes da utilizagcdo de autbmatos, ja citadas no decorrer da
monografia, sdo inUmeras. Nesta sec¢ao escolhemos um importante exemplo baseado
nos atores do modelo AGA que compdem uma animacao, ja descritos na secao 2.5,
para exemplificar as operacdes categoriais utilizadas para o sincronismo dos
autébmatos.

De acordo com as construgdes categoriais estudadas anteriormente, é
possivel formalizarmos categorialmente o produto categorial e o produto fibrado
baseado em grafos.

Definicao 23 Sejam G; = <V1, Ty, do1, d11> € Go = <V, To, dpo, d12> grafos. O
produto dos grafos Gy e Gz é:

Um grafo GixGz = <V1xV>s, TixTo, dpiXdp2, d11Xd12> — onde dkixdke, para k € {0,
1}, sdo induzidos unicamente pelo produto em Set dos vértices e arestas como
ilustrado na Fig. 30 (é notavel que <TxT,, dk107r1, dk107T2> € pré-produto de <VixVo,
Zy1, Tye> — juntamente com o0s morfismos x; = <zyy, > GixGo — Gy € T = <7y,

o> GixGo — Gp, conforme sdo mostrados na Fig. 30.

T N1z
T, e TxT; =————————pp T,

F%do a

v
. Ty R Ty N
\.- 1 A—— \ 1x\.- 5 —- \ >

Figura 30 — Diagrama comutativo para produto de grafos
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Definicao 24 Considerando a categoria Gr dos grafos. Seja D um diagrama
constituido pelos homomorfismos de grafos f = <fy, fr>: Go - Gy e g = <gv, gr>: Gz —
G+ (um mesmo objeto destino), onde G; = <Vj, T}, dy, d1>, paraj € {1, 2, 3}. Entdo um
produto fibrado de D, conforme a Fig. 31, é dado por:

<Gz xg1 Gs, <pv, pr>, <Qv, Qr>>

Onde o objeto resultante € constituido como segue:

Gz xg1 Gz = <Vo xv1 V3, To x71 T3, db, d1>

Em que 4, para k € {0, 1}, sdo induzidos unicamente pelo produto fibrado em
Set dos vértices e arestas, ou seja, o T—V sado operacdes totais (funcoes)
denominadas origem (dy = To> x71 T3) e destino (d; = Vo xy; V3), respectivamente;
considerando que <T2 x71 T3, pr0 dko, QT O dk3> € pré-produto fibrado de <Vo xv; V3, py,

qv>.

9y
Tq
fT/ »\gT
s
Ty ————

munmmm
O__,J
=

VaXy,Vj

Figura 31 — Diagrama comutativo para produto fibrado de grafos

Todos os exemplos baseados em grafos, conforme a definicdo da categoria
Gr, esta sendo modificada para grafos rotulados e com seus nodos distinguidos para
melhor representacao dos sistemas envolvidos neste trabalho.

Com base no exemplo especificado na subsecdo 4.8.1, a seguir sera
proporcionado todo o processo de sincronizacdo de autbmatos (sistemas) com as
restricbes que se deseja, conforme a possibilidade da generalizacdo da restricdo em

Set para grafos.
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Tomando-se como base dois grafos (sistemas), pode-se aplicar a operacao
categorial de produto de grafos. O estado inicial dos autdmatos a serem utilizados
serao deixados de forma indefinida, isto significa dizer que qualquer um dos estados
podera ser considerado estado inicial. A escolha de qual dos estados sera o inicial
podera ser feita pela propria maquina, que escolhe aleatoriamente qual dos estados
sera considerado inicial, ou pelo usuario que define a partir de que ponto deseja iniciar
a sequéncia. A Fig.32 representa os dois autbmatos, G simbolizando o autémato
Bicho e G, simbolizando o autbmato Maca, que compdem uma suposta animagao.
Onde uma animacéo é vista, conforme a modelagem de um ator no modelo AGA,
como uma lista de autbmatos sincronizados, modelados — nos exemplos
especificados — através de maquinas de Mealy, em que cada autdmato contém sua
prépria fita de entrada, que ira determinar seu comportamento. Em que o alfabeto de
saida é formado por objetos graficos e midias sonoras, do qual serdo formadas
palavras de saida que irdo descrever a animagao do ator.

— | e B

Figura 32 — Autdmatos de uma animacao

A Fig. 33 ilustra o produto dos grafos aplicado aos dois autdmatos da Fig. 32.
No objeto resultante do produto, as transicdes sdo pares de transi¢cdes dos grafos
componentes, como na categoria de grafos. Porém, quando visto como o
comportamento conjunto de sistemas, pode-se interpretar de forma completamente
diferente, pois reflete todas as combinac6es possiveis, sincronas e assincronas das
transicdes dos grafos originais, conforme ilustra a Fig. 33.
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‘ <1‘bly>

A X

_5 - ®

<a> Jax

<b,1x> <h,y=

B,X> ‘ <L, Y= =1,,X> ‘ B,Y=]

el B

b, x> <a,Lv>
<a,y> “b>
| —Y
ALY

B

Figura 33 — Produto de grafos entre dois automatos

O autémato resultante, Fig. 33, esta desenhado como uma forma didatica da
explicacdo da operacao do produto, que é obtido a partir da aplicagcado mateméatica da
operacao categorial de produto sobre os autématos originais. Os autbmatos originais
sa0 0s Unicos que precisam ser definidos, e esses continuam existindo e podem ser
retomados a qualquer momento. Portanto, qualquer modificagdo feita sobre os
autdmatos originais sera refletida automaticamente no resultado da operacdo do
produto.

Conforme mencionado no capitulo anterior, uma das interpretacoes de
produto fibrado em grafos é restringir um sistema, de forma a satisfazer determinadas
condicdes, ou seja, uma parte do sistema original é restringida e a outra mantida
preservando suas caracteristicas.

O conceito de produto fibrado foi apresentado neste capitulo com énfase em
grafos. Sua aplicacao entre autdmatos, baseado em autémato finito, resulta em um

z

novo autémato criado a partir dos autdmatos originais. E importante ressaltar que o
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que for modificado nos autbmatos originais sera modificado automaticamente no
resultado do produto fibrado.

A operacéo categorial de produto fibrado podera ser aplicada sobre qualquer
operacao categorial, até mesmo sobre autébmatos originais. Assim, tal operacéo
categorial sera aplicada sobre o produto, representado pela Fig. 33, que simula
animacdes computacionais baseadas em autdbmatos finitos, sejam eles
deterministicos ou ndo deterministicos.

Suponhamos que seja desejado sincronizar as imagens do Bicho sorrindo (a)
com a Magg mordida (x), isso significa dizer que eles devem ocorrer simultaneamente,
e os outros, b e y, podem ocorrer livremente. Na Fig. 34 é evidenciada tal restricao.
Deste modo, € formada uma tabela de sincronizacées (restricdes) com os seguintes
elementos:

<1‘a!y>

<b,1>(> <a, x>

<b’1v> <b,y>

<1‘b! y>

Observacgao:

— O simbolo 1, em que k € {A, B, X, Y}, representa a reflexdo no estado k.

A tabela das sincronizagdes acima é parte da tabela com todas as arestas da
composicao paralela da Fig. 33, como é representada abaixo:

<@> <,X> <ax> *e.
<a> <y, X> <ay>
<b,1}(> <1,y <h, x>
<b,1y> <1,y <b,y>
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Portanto, para se obter a sincronizacdo desejada, € necessario a partir do

produto entre os autdmatos excluirem-se as transicdées que nao fazem parte das

restricbes adotadas, ou seja, manter a e x e “apagar” as demais transicoes.

‘ <l ¥

<b11><>

B,X>

®-.

AX>

AY>,

od B

<a,x>

<b,y>

——i ®

B,Y>)

<b,1y>

Figura 34 — Resultado da aplica¢éo das restricoes ao produto

Seguindo a idéia da restricdo introduzida em Set, € necessario especificar um

homomorfismo de grafos e uma inclusdo no codominio desse morfismo. A solucéo é

ilustrada na Fig. 35:
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<a,1,” <1, XF <a, x> .
f <a> <, x> <ay>
A —
<b,1><> <1,y <b, x>
<b,1y> <1, ¥ <b,y:>
inc
Tabelas de
todas as arestas
<1,a,y>
<b:1><> <a, x>
Tabela das
sincronizagbes
<b’l\r> <b,y>
<Lb’y>

R G,xG,

restricido

inc

G, x G,
sincronizados

Figura 35 — Aplicacao do produto fibrado baseado na restricao em Set

Onde:

As tabelas sao representadas por grafos de um sé vértice (MENEZES, 1996).

O morfismo inc é simplesmente uma inclusdo da tabela de sincroniza¢des na
tabela de todas as arestas.

O morfismo f preserva todas as arestas do autébmato produto (GixGy).

O produto fibrado resulta em um autdmato em que aparecem somente as
arestas que se obteve da tabela de sincronizacdes, e dois morfismos, um de inclusao
de grafos (inc) e outro que reflete a restricdo de f para o codominio desejado
(restricao).
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Assim, uma sincronizacao de sistemas pode ser expressa como uma restricao
da composicao paralela (produto categorial) dos sistemas componentes.

Em Teoria das Categorias é possivel aplicar operagdes categoriais sobre
operacdes categoriais, sejam elas quais forem e quantas vezes se ache necessario
para que se obtenha o resultado desejado.

Fazendo uma comparacao do resultado do sincronismo obtido através da
operacao categorial do produto fiborado com o modelo AGA ja apresentado na secéo
2.5, o mesmo resultado do produto fibrado como restricdo de sistemas pode ser
alcancado somente se a fita de entrada de cada um dos atores for alterada. Portanto,
se tiver, por exemplo, cinco atores envolvidos na animacao a fita de cada um deles
devera ser alterada para que a restricdo desejada seja conseguida. Ou o autémato
dos atores precisam ser alterados, ou se o projetista da animagéao desejar, um novo
autdmato devera ser construido para que esse consiga a animacgao desejada.

Ja com a utilizacao da operacao categorial de produto fiborado demonstrado
nesta secdo, nem as fitas e nem os atores originais precisam ser alterados, a
animacao é obtida utilizando-se a fita ja definida no modelo AGA e aplicando-se a
operacao sobre os autbmatos dos atores originais. Como os autbmatos originais nao
sao modificados é possivel retornar a utiliza-los quando se desejar.

Portanto, o auxilio das operacbes matematicas categoriais em Teoria das
categorias aplicado aos atores do modelo AGA tem uma grande vantagem, pois nao
precisamos ter a necessidade gerar um novo ator (autémato resultante) a partir dos
atores originais para obter novas animacobes, basta-se apenas trabalhar com os
autdmatos originais, aplicando sobre eles as operagdes categoriais, podendo até
mesmo, utilizar um ator quantas vezes for necessario. Isso diminui significativamente
a necessidade de redefinir um ator sempre que se deseja utiliza-lo, obtendo dessa

forma, descrigdes formais mais claras e simples.

5.2 Sincronizacao de Automatos Temporizados

A utilizacdo de autébmatos temporizados proporciona a especificacdo do
comportamento dinamico entre os sistemas de transicdo e prové mecanismos de
sincronizagdo. Tal sincronizacdo sera abordada categorialmente nesta secéo,
conforme a definicdo do modelo de Alur e Dill, e com base nisso iremos demonstrar
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uma outra forma de sincronizacéo a partir da aplicacao de operacdes categoriais para
restringir sistemas de transicdo temporizados, proporcionando algumas vantagens
referentes ao modelo AGA e ao proprio modelo de autbmatos temporizados, o qual é
estendido para o modelo AGA-S.

Conforme o modelo de Autématos Temporizados proposto no capitulo 3, um
autdmato temporizado tem o objetivo de definir o comportamento de um sistema de
transicdo de tempo real. Com base nisso, pretendemos delinear uma abordagem
categorial para autbmatos temporizados, modelando categorialmente a sua
composicdo paralela — principalmente com o apoio dos estudos de grafos e da
operacao categorial de produto — e demonstrando como é possivel sincroniza-los.

Tomando-se o conceito de autbmato temporizado pela definicado 12 e a
caracteristica da propriedade de composi¢do descrita na secdo 3.1, criamos uma
extensdo do modelo definido para o conceito de categoria, como segue:

Definicao 25 Um autémato temporizado Gawemp € uma seis-upla:

Gatemp =<V, T, I, R, X, oo, d1>

Onde:

V — um conjunto de nodos ou vértices;

T — um conjunto de arcos ou arestas;

| - mapeamento que associa cada estado s em V com alguma restricao de
relégio em &(X), ou seja, uma restricao invariavel;

R - mapeamento que associa cada transicdo t em T com alguma restricao ¢
de relogio em ®(X). A restricdo de relégio ¢ determina quando a transicdo esta
habilitada;

X - conjunto finito de relogios;

o, di: T — V —sdo operacgoes totais (fungbes) denominadas origem e destino,
respectivamente. Um arco normalmente é denotado por t: A — B, tal que dy(t) = A e
di(t) = B.

As componentes /, R e X, foram estabelecidas para designar restricbes aos
estados e arestas conforme o modelo de autbmatos temporizados estudado
anteriormente. Deste modo ao realizarmos o produto entre dois autdbmatos

temporizados (Gatempr € Gatempz) cOnforme definimos acima, temos que:
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Definicdo 26 Sejam Gawempr = <V, T1, 1, R1, X1, do1, d11> € Gatempz = <V, T,
I, R1, Xz, dos, di2> autbmatos (grafos) temporizados.

O produto dos autématos é composto por:

1) O grafo:

Gatempt X Gatempz = <V1xVa, TixTy, I, R, X, do1Xdoz, d11xI12>

Onde:

VixV> — combinag&o de todos os vértices de Gatempr com Gatempz;

T1xT> — combinag&o de todas as arestas de Gatempr cOmM Gatempz;

| — conjunto de restricbes invariaveis obtido pela conjun¢do das restricbes dos
autématos originais;

R — conjunto de restricbes sobre as arestas obtidas pela conjuncdo das
restricbes dos autématos originais;

X — conjunto finito de variaveis de relogios de X;uX> e assumindo que
X1 Xo=2;

okiXdke — para k € {0, 1}, sdo induzidos pelo produto em Set dos vértices e
arestas como ilustrado na Fig. 36.

2) juntamente com os morfismos:

T = <Wv1, Tr1>0 GAtemp1XGAtemp2 - GAtemp1

T2 = <z, 2> GAtemp1X GAiemp.? - GAiemp.?
g1 = <qr1, 911> Gatemp1XGatempz — Gatemp1

g2 = <qQRz, qi2> Gatemp1XGatempz — Gatempz2

Onde my, mo, Q1, Q2 S&0 ilustrados na Fig. 36. As funcdes tgki X trke € tiko X tikt
mapeiam as restricbes de relogios R nas arestas T1xT, e as restricées invariaveis | nos
vértices V1XV2.

Exemplo 8 De acordo com a definicdo 26, destacamos as exemplificacoes a
sequir:

O conjunto de restricbes invariaveis associados aos estados (I) da
composigdo de autématos temporizados seria, por exemplo, I(v1,vz) = l1(v1) A I2(v2) =

xs5 A y<5.
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O conjunto de restricbes sobre as arestas (R) seria a conjungdo das restricbes
das arestas dos autématos originais, por exemplo, R(t1,t2) = Ri(t1) A Ro(tz) = 2:=0 A
w<17.

O conjunto finito de relégios (X) agrega a unido dos relogios (X;uX2) dos
autématos componentes, por exemplo, X; = {x} e X> = {y} entdo X = X;0Xo = (X} Ay} =

{x, y}.

R X __ R 2 R,
]
I
:
teu 't trk X tri tri
E
v v v
i i
T, ¢——— T[T, ————p T,
]
:
]
At E G1X0i2 &2
]
]
v v v
. V1 . Ty .
4
I
]
ti 'ty Xtyo L%
I
I
A1 | iz
< | I

4 1,

Figura 36 — Diagrama comutativo para produto de automatos temporizados

Apesar da definicdo 25 ndo apresentar o estado inicial e os rétulos da
categoria de um autdbmato temporizado, nos exemplos desta secdo, estamos
considerando tais exce¢des para representar sistemas de acordo com os exemplos do
modelo de Alur e Dill estudados anteriormente no capitulo 3.

Considerando um sistema de transi¢géo Sawemp, definido no capitulo 3, com a
definicdo do produto categorial de autématos temporizados, mostrado no inicio desta
secao, ja é possivel determinar o sincronismo entre os autdmatos componentes a
partir dos simbolos comuns do alfabeto de entrada, de acordo com a composicao de
autdmatos temporizados de Alur e Dill. A ocorréncia de um simbolo comum determina

que as transicdes correspondentes nesses autdbmatos devam ocorrer de forma



70

sincronizada. Como a saida esta vinculada a transicao dos autématos temporizados,
a sincronizacdo garante que dois ou mais autdbmatos iniciem a apresentacao dos
objetos de saida ao mesmo tempo. Um exemplo do processo de sincronismo de
autébmatos temporizados € fornecido a seguir:

Tomando-se como base dois sistemas de transicdo temporizados, pode-se
aplicar a operacao categorial de produto para tais sistemas. O estado inicial dos
sistemas de transicao a serem utilizados esta sendo apontado por uma seta. A Fig.37
representa os dois sistemas de transicdo temporizados, G simbolizando o sistema de
transicdo Bicho e Gy simbolizando o sistema de transicao Macg4, que compdéem uma

suposta animacao.

G, 7oy G,
g
\A\RA \‘@
£~ £—1

Figura 37 — Sistemas de transicdo temporizados de uma animacao

Suponha que desejamos sincronizar as imagens do Bicho de boca aberta com
a Macga inteira, isso significa dizer que eles devem ocorrer simultaneamente, e o0s
outros, podem ocorrer livremente. Para isso, toda transicao de Gy, que projeta a maca
inteira, é sincronizada com a transi¢cao de Gy, que projeta o bicho com a boca aberta,
utilizando um simbolo do alfabeto de entrada comum (d). O objeto resultante do
produto para tal restricdo, na Fig. 38, tem as transicdes como pares de transicdes dos
grafos componentes, como na categoria de grafos. As saidas dos sistemas séao
conservadas nas novas transi¢coes de acordo com os estados de origem e destino dos
sistemas componentes. Nota-se, portanto, que o produto resultante reflete a
sincronizacdo dos sistemas de transicdo temporizados componentes, respeitando

suas propriedades originais.
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E importante lembrar que é possivel que o sistema resultante do produto
possa produzir estados inalcangaveis tanto pela inexisténcia de caminhos quanto pelo
aparecimento de limites impossiveis de serem satisfeitos, causados pela conjuncao
das restricbes temporais. Desta maneira, estes estados podem ser eliminados sem
prejuizo a composicao dos sistemas de transicao.

O sistema resultante, Fig. 38, estd desenhado como uma forma didatica da
explicacdo da operacao do produto, que é obtido a partir da aplicacado matemética da
operacao categorial de produto sobre os sistemas de transicdo temporizados
componentes, onde proporcionard a simulacdo das animacbes, sejam eles
deterministicos ou nao deterministicos. Os sistemas originais sdo os Unicos que
precisam ser definidos, e esses continuam existindo e podem ser retomados a
qualquer momento. Portanto, qualquer modificacado feita sobre os sistemas originais

sera refletida automaticamente no resultado da operagéao do produto.

Figura 38 — Resultado do produto entre os sistemas com a restricio estabelecida

O produto categorial de autématos temporizados, nesse caso, resulta em um
sistema de transicdo temporizado baseado na restricdo desejada, juntamente com as
combinacdes dos demais estados, suas restricdes invariaveis (se houverem), arestas

e suas restricdes (se houverem).
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Assim, uma sincronizagao de sistemas de transicdo temporizados pode ser
expressa como uma restricdo dos sistemas componentes, ou seja, através dos
simbolos comuns do alfabeto de entrada desses sistemas.

Uma outra forma de sincronizarmos sistemas de transi¢cao temporizados, nao
dependendo do alfabeto de entrada dos sistemas componentes — conforme a
modelagem de Alur e Dill — e, com isso, obtermos uma vantagem sobre o modelo
AGA-S, é realizarmos as operacdes categoriais de produto entre os sistemas de
transicao temporizados e em seguida o produto fibrado para restringirmos o sistema
resultante de acordo com a sincronizacao desejada.

Tomando-se como base o0s dois sistemas de transicdo temporizados
representados pela Fig.37, eliminamos o simbolo d de um dos autématos que
significaria a restricdo associada ao outro autébmato. Deste modo, representaremos os
dois autébmatos de forma independente, como ilustrado na Fig. 39, para efetuarmos
sua composicao logo adiante.

[ R— <
d
SN
1 £—1

Figura 39 — Sistemas de transicao temporizados independentes

A Fig. 40 ilustra o produto aplicado aos dois sistemas da Fig. 39, em que as
transicdes sao pares de transicées juntamente com as restricdes (se houverem) dos
grafos componentes. A Fig. 40 apresenta a operacao do produto entre os sistemas de
transicdo, que é obtido a partir da aplicacdo matematica da operacao categorial de
produto sobre os sistemas originais. Os sistemas originais sdo os Unicos que precisam

ser definidos, e esses continuam existindo e podem ser retomados a qualquer
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momento. Portanto, qualquer modificacdo feita sobre os autdmatos originais sera

refletida automaticamente no resultado da operagao do produto.

h, s w:=0
--“

Figura 40 — Produto entre os dois sistemas de transicao temporizados

E importante levarmos em consideracéo as restricbes associadas as arestas
e aos vértices da composicao paralela entre os sistemas, lembrando, também, que é
possivel que o sistema resultante possa produzir estados inalcancaveis, tanto pela
inexisténcia de caminhos quanto pelo aparecimento de limites impossiveis de serem
satisfeitos causados pela conjuncao das restricoes temporais. Sendo assim, estes
estados podem ser eliminados sem prejuizo a composi¢ao dos sistemas de transicao.

A partir do produto entre os sistemas, apresentado pela Fig. 40, podemos
entdo sincronizar os elementos de saida que desejamos através da aplicacao
matematica categorial do produto fibrado, sem precisarmos identificar os mesmos
simbolos de entrada dos sistemas componentes para tal sincronizacao.
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De acordo com a mesma idéia da restricao em Set apresentado na secao
4.8.1 e a aplicacao do produto fibrado em autématos nao temporizados, podemos
restringir de forma semelhante o sistema resultante da composicdo dos sistemas
componentes.

Suponha que desejamos sincronizar as imagens do Bicho sorrindo mostrando
seus dentes (f) com a Maga mordida (s), isso significa dizer que eles devem ocorrer
simultaneamente, e as outras, podem ocorrer liviemente. Na Fig. 41 € evidenciada tal
restricdo, desta maneira € formada uma tabela de sincronizac¢des (restrigbes) com o
alfabeto de entrada associando seus objetos de saida e suas respectivas restricdes
temporais, tais como: <f, s> com a restricdo w>2, <g>, <h> com a inicializacdo de
relégio w:=0, <e>, <d, e> com a inicializacdo de relégio z:=0, <g, d> com a
inicializagao de relégio z:=0 e, <h, d>com as inicializa¢des dos relégios z:=0 e w:=0.

A tabela das sincronizacdes é parte da tabela com todas as arestas da
composigao paralela da Fig. 40: <f>com a restricdo w>2, <e, s>, <f> com a restricao
w>2, <g, s>, <f, d>com as restricbes w>2 e z:=0, <h, s> com a inicializacdo de w:=0,
<f, s> com a restricdo w>2, <g>, <h> com a inicializagao de reldgio w:=0, <e>, <d, e>
com a inicializacao de reldgio z:=0, <g, d>com a inicializacao de reldgio z:=0e, <h, d>

com as inicializa¢des dos relégios z:=0 e w:=0.
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Figura 41 — Resultado da restricao ao produto entre os autématos temporizados

Seguindo a idéia da restricao de autbmatos nao temporizados, de acordo com
a secao 5.1, é necessario especificar um homomorfismo de grafos e uma inclusao no

codominio desse morfismo. A solucéo ¢ ilustrada na Fig. 42:
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v

todas as arestas inc

Tabela das
sincronizagées

restricao

G,xG,
sincronizados

Figura 42 — Aplicagao do produto fibrado na composicao paralela dos sistemas componentes

Conforme a Fig. 42: as tabelas representam o mapeamento dos simbolos de
entradas com as restricdes a serem satisfeitas e suas respectivas imagens de saida
na transi¢ao entre um estado e outro. O morfismo inc é simplesmente uma inclusdo da
tabela de sincronizacbes na tabela de todas as arestas. O morfismo f preserva todas
as arestas do autdmato produto (GixGy).

O produto fibrado resulta em um sistema em que aparecem somente as
arestas que se obteve da tabela de sincronizacdes, e dois morfismos, um de inclusao
de grafos temporizados (inc) e outro que reflete a restricdo de f para o codominio
desejado (restricdo).

Com isso, uma sincronizagdo de sistemas pode ser expressa como uma

restricdo da composicao paralela dos sistemas componentes. A restricdo desejada



77

ainda determina outras sincronizagdes, por exemplo, que o Bicho esteja esticado
durante 3 segundos no estado <A,Y> para que depois ocorra a transicao e ele
aparecer esticado com a boca aberta.

Mais uma vez € notavel a aplicacdo de operacdes categoriais sobre
operacdes categoriais, sejam elas quais forem e quantas vezes se ache necessario
para que se obtenha o resultado desejado.

Este processo de sincronizacao de sistemas de transicdo temporizados
proporcionou uma grande vantagem ao se comparar com o tipo de sincronismo dos
atores no modelo AGA-S, que é uma extensdo do modelo AGA, pois deixamos
independentes as fitas e os sistemas originais, ou seja, eles nao precisam ser
alterados. A animagédo é obtida utilizando a mesma fita definida pelo modelo e
somente é feita aplicacao das operacdes categoriais, produto e produto fibrado, para
resultar na sincronizagcdo que se deseja sobre o0s sistemas originais. E, como 0s
sistemas originais nao sdo modificados, € possivel retornar a utiliza-los quando se

desejar.



6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este trabalho apresentou a Teoria das Categorias aplicada a sincronizacao de
autdmatos e o desenvolvimento de uma nova abordagem categorial, utilizando o
produto fibrado, uma das ferramentas mais poderosas em Teoria das Categorias. Tal
abordagem foi desenvolvida com o objetivo de tratar tanto da sincronizacdo de
autdmatos nao temporizados, quanto da sincronizacado de autématos temporizados,
através da utilizagao do produto categorial e do produto fibrado baseado em grafos,
onde o grande diferencial desses dois tipos de sincronizagdo esta na utilizacao de
restricdes temporais dos relégios, que definem o comportamento dindmico quanto ao
tempo de permanéncia nos estados e os instantes disponiveis para transicoes,
presentes na sincronizacao dos autématos temporizados.

O capitulo 5 apresenta toda a investigacdo sobre a aplicagdo de Teoria das
Categorias para realizar tanto a sincronizacao de autématos nao temporizados quanto
a sincronizacdo de autdbmatos temporizados, sendo demonstrados através de seus
respectivos exemplos, que compdem uma animag¢ao computacional com as restricdes
desejadas. Para se chegar a esta animagao, em um primeiro momento se pensa que €
necessario que se crie um novo autémato, e que provavelmente este novo autdmato
geraria uma explosao de estados e arestas. Porém nenhum novo autémato é criado e
a animacdo pode ser gerada, baseada fundamentalmente nas operacdes
matematicas categoriais ja investigadas. As animagdes resultantes serviram para
verificar o resultado pratico da aplicacao dessas operacgoes.

E possivel observar que as operacdes categoriais sdo poderosas o suficiente
para tratar a composicao de sistemas, as restricoes que se querem através do produto
fibrado, e ainda aplicar operacdes categoriais sobre operacdes categoriais (produto
fibrado sobre o produto, por exemplo) quantas vezes se ache necessario para que se
obtenha o resultado desejado. Tal situagao considerada complexa, de dificil resolugao
pdde ser solucionada de forma simples e clara, utilizando a Teoria das Categorias.

Além disso, uma das vantagens dessa abordagem, através do resultado das
operacdes categoriais utilizadas, € que os autébmatos originais ndo sao perdidos,

podendo assim serem reutilizados quantas vezes forem necessarios. A nocao de
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reuso é uma das caracteristicas marcantes em Teoria das Categorias.

A principal contribuicdo desta monografia esta na abordagem categorial da
sincronizagdo de autébmatos temporizados. O modelo estudado de autématos
temporizados proposto por Alur e Dill, no capitulo 3, representa a composicdo de
autdmatos temporizados como determinacdao do sincronismo a partir dos simbolos
comuns do alfabeto de entrada, em que esta operacdo possibilita que sistemas
complexos possam ser definidos a partir do produto dos sistemas componentes. Tal
modelo foi abordado categorialmente e exemplificado através da composicdo de
sistemas de transicdo que formavam uma animacao.

A partir deste resultado, realizamos uma nova abordagem categorial do
sincronismo para os sistemas de transicdo temporizados, em que nao dependemos
das modificacdes dos simbolos de entrada (igualdade de simbolos) dos sistemas
componentes para fornecer a sincronizacdo desejada. A grande vantagem esta na
independéncia das fitas e dos sistemas originais, ou seja, eles ndo necessitam ser
alterados, e mais ainda na aplicacdo das operacbes categorias, produto e produto
fibrado, respectivamente, pois determinaram o sincronismo que se desejava sobre os
sistemas originais. E como foi destacado anteriormente ndo ha necessidade de criar
outros autébmatos para gerar novas animacoes, conforme foi ressaltado na explicacao
dos exemplos do capitulo 5, e como os sistemas originais ndo sao modificados é
possivel retornar a utiliza-los quando se desejar.

Tal contribuicdo foi satisfatéria por fornecer vantagens utilizando uma
abordagem categorial para sincronizacdo de autbmatos, modelando o0s
comportamentos de sistemas nao temporizados e temporizados, baseados nos
estudos de Teoria dos Autdbmatos, Autébmatos Temporizados e Teoria das Categorias.

A abordagem de Teoria das Categorias nesta monografia ir4 contribuir como
referencial para futuros trabalhos de pesquisa, e também para a consolidacao do
grupo de Teoria das Categorias na area de Computacao Tedrica, ja que € um campo
emergente na UFPel.

Embora o objetivo deste trabalho ndo fosse implementar as operacdes
categoriais estudadas para demonstrar o sincronismo e sim interpreta-las, pois a
motivacao deste projeto é tedrica, percebe-se que o trabalho proposto € motivado por
uma aplicacao pratica.

Propomos como trabalhos futuros a implementacdo das operacdes
categoriais, produto categorial e produto fibrado, para gerar animacdes de forma a
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estender o modelo AGA, por exemplo, proporcionando desta maneira as grandes
vantagens ja citadas no decorrer da monografia.
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