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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento industrial e tecnoldgico das ultimas décadas aumentou 0s
problemas ambientais relacionados a poluicdo do ar provocada por emissdes de
contaminantes na atmosfera. Devido ao carater turbulento do campo de vento na
camada limite atmosférica (CLA), torna-se extremamente dificii o estudo da
dispersédo e do transporte de contaminantes na atmosfera. Na literatura encontram-
se disponiveis inumeros trabalhos que se concentram no estudo da dinamica da
CLA, em que sao considerados diversos modelos para fechamento das equacdes
dos fluxos turbulentos tais como: modelos de primeira ordem ou teoria K, segunda
ordem ou superior. A maneira mais utilizada para solucionar o problema de
fechamento da equacdo de adveccdo-difusédo é baseada na hipotese de transporte
por gradiente (ou teoria K) que, em analogia com a difusdo molecular, assume que 0
fluxo turbulento de concentracdo € proporcional a magnitude do gradiente de
concentracdo média. Na estimativa do campo de concentracdo de poluentes na
baixa atmosfera, emprega-se, normalmente, a equacao de adveccao-difusdo, que é
obtida a partir da parametrizacdo dos fluxos turbulentos na equacédo da continuidade
de movimento, sendo que o0s modelos Eulerianos de dispersédo tém como
caracteristica a solucédo desta. Na maioria dos casos encontrados na literatura, esta
equacdo € resolvida analiticamente apenas em situacdes extremamente
simplificadas, quase sempre com coeficientes de difusdo constantes, lineares ou em
poténcia.

Problemas de engenharia mais elaborados, geralmente, recaem em equacdes
diferenciais parciais mais complexas que raramente possuem solucdo analitica
sendo necessaria a utilizacdo de métodos numéricos ou analitico-numéricos para a
obtencdo dos potenciais desejados. Embora as solu¢gdes numeéricas estejam muito
avancadas, a busca de solucdes analiticas para problemas de dispersdo € de
grande relevancia, pois permite uma analise profunda da sensibilidade dos
parametros sobre o modelo, uma vez que estes sdo explicitamente expressos em
uma forma matematica fechada. Além disso, cddigos computacionais baseados em
expressdes analiticas ndo necessitam de grandes recursos computacionais.

2 METODOLOGIA

Sabemos que as solugfes analiticas podem ser expressas na forma integral
ou com uma formulacdo em série (MOREIRA ET AL., 2010). O teorema de Cauchy-
Kowalewsky (COURANT, 1989) garante a existéncia e unicidade de uma solucéo
analitica para a equacdo de adveccao-difusdo. Na ultima década surgiu a técnica
analitica Generalized Integral Laplace Transform Technique (GILTT) (MOREIRA ET
AL., 2009), que resolve a equacao de adveccao-difusdo usando uma combinacéo da
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transformada de Laplace com a técnica GITT (Técnica da Transformada Integral
Generalizada) (COTTA,1993).
Consideremos a equacao de adveccéao-difusdo bidimensional que descreve a
disperséo de poluentes na atmosfera escrita como:
ac _ @ ac
u = o (K 3) @
onde C é a concentracdo integrada em y (g/m?), K, é o coeficiente de difuso vertical
(m2/s) e u € a componente da velocidade média do vento na direcdo x (m/s). A
equacao (1) esta sujeita as condi¢cbes de contorno de fluxo nulo de poluente no solo

e no topo da camada limite (kZZ—j =0 emz= 0ez=h) e sujeita a condicdo de

fonte u €(0,z) = Q6(z — Hy), na qual Hg é a altura da fonte (m) e Q € a taxa de
emissao do poluente (g/s).

Utilizando a formulacdo GILTT, a solucdo do problema (1) € escrita como uma
expansdo em série de cossenos na variavel vertical z, base esta construida a partir
da solugéo de um problema auxiliar de Sturm-Liouville da forma

L0D 1 229(2) = 0 2)
cuja solucdo é conhecida e dada pelas autofuncdes ¢(z) = cos (1,2), e 1, = nn/h
(n=0,1,2,...) sdo os respectivos autovalores e h é altura da camada limite. Esta
solucdo em série é entdo substituida na equacao de adveccéao-difusdo e, tomando-
se momentos, resulta em um sistema de equacdes diferenciais ordinarias (EDO) de
primeira ordem. A solucdo do sistema EDO é feita analiticamente, aplicando a
transformada de Laplace na varidvel espacial x e utilizando diagonalizacdo de
matrizes. Cabe enfatizar que a ideia central da técnica GILTT é a expansao da
solugéo em fungdes cossenos (WORTMANN ET AL., 2005,MOREIRA ET AL., 2009).

Neste trabalho, explora-se o uso de uma forma diferente de expansao para a
solucdo da equacdo de adveccao-difusdo. Em outras palavras, propde-se outro
problema auxiliar de Sturm-Liouville como gerador da base utilizada na expansao
em série. A ideia desta proposi¢cdo fundamenta-se no reconhecimento de que, na
GILTT, o problema auxiliar (1) tem justamente a forma da EDO, relativa a variavel z,
que surge no método de separacdo de variaveis, quando da solucdo da equacéao
para coeficiente de difusdo vertical constante. Isto sugere a possibilidade de uso de
outro problema auxiliar dado pela EDO resultante do método de separacdo de
variaveis com coeficiente de difusdo vertical linear, K, = z, em que a € uma
constante positiva, dado por

(25D +n2¢(2) =0 3)

As solugdes desta EDO séo fungbes de Bessel de primeira espécie de ordem zero
da forma Jo(A,./z/h), onde 1, é a n-ésima raiz positiva da fungéo de Bessel de
primeira espécie de ordem um, J;.

O reconhecimento de que o problema de Sturm-Liouville surge dentro da
propria equagdo de adveccdo-difusdo, no método da separacdo de variaveis,
autoriza o uso de uma nova solucdo em termos de funcdes de Bessel na expansao
proposta pela GILTT e abre a possibilidade de investigacdo de outras bases que
possam ser, em circunstancias especificas, mais convenientes do que a base em
C0Ssenos.
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3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Como um exemplo de aplicacéo, consideremos os dados do experimento de
Copenhagen (GRYNING E LYCK, 1984). Os experimentos de dispersao consistiram
na liberagdo do tracador SFs (hexafluoreto de enxofre) ao norte de Copenhagen. E
um experimento de fonte alta (Hs=115m) e fortemente convectivo. Durante o
experimento considerado, temos um vento constante u = 4,2m/s e altura da camada
limite h = 810m. A concentracao de poluentes é medida ao nivel do solo (z = 1m).
Nas simulacdes foram utilizados um coeficiente de difusdo turbulenta linear escrito
como K; = 2,5z e um perfil de vento poténcia. Os resultados foram obtidos usando
um cédigo computacional escrito em linguagem FORTRAN.

Na tabela (1) mostra-se o comportamento dos resultados, como uma funcéo
da soma das N autofuncdes, da concentracdo de poluentes normalizada pela taxa
de emissdo Q para diferentes distancias da fonte. Para visualizar melhor o que
acontece no inicio das simulagdes utilizamos na figura (1) a distancia de 500m da
fonte e N=20 autovalores associados. Podemos observar uma clara convergéncia
numeérica dos resultados da concentracdo de poluentes, com o aumento do nimero
de autovalores, para ambas as bases. Também podemos observar uma
convergéncia mais rapida da base Bessel em todos os casos, principalmente para
distancias proximas a fonte, como é o caso de x=500m. Note que, utilizando a base
Bessel, bastariam 10 autofungcbes para obtermos uma boa precisdo em qualquer
uma das distancias mostradas na tabela 1.

Tabela 1: Convergéncia numérica da concentracdo de poluentes em fungdo do
aumento do nimero de autovalores.

Bessel ( ¢/Q (107 s.m™))
utovalores
5 10 20 50 100
distancia(m)
500 4,57672355 4,83330164 4,832003338 4,83267952 4,83267405
1900 2,22884909 2,22857064 2,22853321 2,22853729 2,22853699
3600 2,08764482 2,08763702 2,08763598 2,08763609 2,08763608
5300 2,08369018 2,08368996 2,08368994 2,08368994 2,08368994
Cosseno ( C/Q (10™ s.m™))
utovalores
& 10 20 S0 100
distancia{m)
500 4,57672355 4,71036732 4,77656064 4,81302673 4,82116537
1500 2,21482504 2,22196341 2,22551083 2,22746211 2,22789746
3600 2,08725284 2,08745288 2,08755208 2,08760672 2,08761891
5300 2,08368042 2,08368602 2,083638380 2,08369033 2,08369067

4 CONCLUSAO

Os resultados obtidos neste trabalho sugerem uma convergéncia mais rapida
dos resultados utilizando a base Bessel na resolugcédo do problema proposto. Nosso
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préximo passo € testar outros coeficientes de difusdo, bem como utilizar um perfil de
vento varidvel com a altura, de forma a representar o processo de dispersédo de
maneira mais realista e adequada. Também se pretende, ap0s obter autorizacao
legal, utilizar dados de experimentos realizados na regiao de Candiota no Rio
Grande do Sul.
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Figura 1. Convergéncia numérica da concentracdo de poluentes para a distancia de
500m da fonte e N=20 autovalores.
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