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RESUMO

Este trabalho pretende apresentar uma formula geral para as sequéncias de
diferencas sucessivas dos termos da sequéncia de Fibonacci. A expressédo geral
desta formula € demonstrada no contexto da Teoria dos Numeros, por meio do
segundo principio de inducdo. E possivel que tal expressdo ndo seja conhecida (0s
autores ndo encontraram na literatura evidéncias de que exista uma férmula para
calcular diferencas da sequéncia de Fibonacci), e se for, pode-se pelo menos afirmar
que ndo é amplamente divulgada, de modo que a deducdo aqui apresentada é
totalmente original e independente.

Palavras-chave: diferencas, sequéncia de Fibonacci, ordem m.
1. INTRODUCAO

Desde que Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci (filho de boa
gente, em italiano), enunciou seu famoso problema sobre o crescimento de
populacbes de coelhos por volta de 1202 em seu Livro dos Abacos, muitas
propriedades e aplicacbes interessantes desta sequéncia de numeros foram
descobertas.

O problema que Fibonacci langou em seu livro era o0 seguinte: Quantos
coelhos poderiam ser reproduzidos em um ano, a partir de um unico casal, levando
em consideracdo que cada coelho s6 pode reproduzir apés um més de idade, cada
casal gera sempre outro casal de coelhos, e nenhum coelho morre durante o ano.

De acordo com as condi¢des do problema, deduz-se que esta seqiéncia é
dada por (0,1,1,2,3,5,8,13,...), isto é, cada termo € a soma dos dois anteriores,
comecando por 0 e 1.
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A seguir, veremos 0 que acontece quando calculamos as diferengas
sucessivas dos termos da sequéncia de Fibonacci, e 0 que acontece se
continuamos a calcular diferencas destas diferencas.

2. MATERIAL E METODOS

Definicdo 1 (sequéncia de Fibonacci): A Sequéncia de Fibonacci, de
termos F, é uma sequénciaonde F, =0,F,=1eE,=F,_, + F,_;paran €N, n > 2.

Definicdo 2 (sequéncia das diferencas da sequéncia de Fibonacci): A
Sequéncia das Diferencas de primeira ordem da Sequéncia de Fibonacci é uma
sequéncia de termos d,,, onde d,, = F,,,; — F,, paran € N U {0}.

Definicdo 3 (sequéncia das diferencas de ordem m da sequéncia de
Fibonacci): A Sequéncia das Diferencas de ordem m da Sequéncia de Fibonacci é
uma Sequéncia de termos d*, onde d® = E,, d: =d,, e

dm =dmt —dtlparameNene€N.

Exemplos:

d9 = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584, ...)

d} = (1,0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584, ...)

d3 =(2,-1,1,0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597 ...)

Definicdo 4 (razdo dourada e o oposto de seu conjug ado): Chamamos

1+\/—

¢ =

de razdo dourada e ¢' = de oposto do conjugado da razdo dourada.

Proprledades Aritméticas da razao dourada e do opos to de seu
conjugado:

PL1-¢ = ()
P2:1+ ¢ = ¢?
P3:1+ ¢ = (—¢)?
P = ¢ —¢'= ()’ = (-¢)°
P5:¢p—1=¢"
P6: = =1=(=¢)""
Definicdo 5 (definicdo alternativa da sequéncia de Fibonacci): A
Sequéncia de Fibonacci, de termos F,, é sequéncia definida pela expresséo
_ ==

E, = paran € N U {0}.

\5

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
Teorema (férmula das diferencas de Fibonacci):

¢TL m ( ¢')Tl m

,sen=2m

sen<m

(
i =1 gy e o
S

Demonstracdo: (segundo principio de inducao)
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Vamos mostrar que: i) A formula vale para m = n = 0; ii) Se m = 0, entdo a
férmula vale quando variamos n; e iii) Se fixamos n, a formula vale quando variamos
m.

0—-0_/_4"\0—-0
) Se m=n=0 oentdo dl=dl=F,=0=2"C% _
V5
i Gt i . .
——x ——oque esta de acordo com a formula no caso em que n = m.

i) Se m=0, entdo d™ =dY% = F,. Como, neste caso temosn >m,

devemos provar que se dt, = ¢(n_1)_m_%¢7(n_1)_m, entdo d;t = W. Mas
sabemos que os termos da sequéncia de Fibonacci podem ser determinados pela
férmula F, = ¢"+;¢')"_ Logo, independentemente da hipotese
i, = ¢(n_1)_m_%¢7(n_1)_m, guando m =0 temos sempre satisfeita a igualdade
dm = ¢”-m—\(/%¢9n-m' pois d™ = dO = F, = ¢n—\(/%¢’)” _ ¢”-°—\(/%¢3”-° _ ¢”-m—\(/%¢9”-m.
¢n_(m_1)_§%¢9n_(m_1) ,sen>m-—1

. A fim de
,sen<m-—1

iii) Supomos que dm™1 = (&) m-D-n_(_ gym-y-n

V5
demonstrar que tal expressdo também é valida para m, vamos analisar todas as
possibilidades de relacdo entrenem:n<m-3,n=m-2,n=m-1en=>m.

1° caso (n < m — 3):
dp = dyt —dpt =

(¢')(m—1)—(n+1) _ (_¢)(m—1)—(n+1) (¢')(m—1)—n _ (_¢)(m—1)—n

HD) = NG NG
B (¢')m—n—2 B (_¢)m—n—2 B (¢')m—n—1 N (_¢)m—n—1
5 NS NG NG

@) =¢)  ComRA - (—9)
B NS NS
_(#)""Ta-¢) o+ 9)
5 NS
()" 7PN (—p)m (=)
(PleP3) = 7 NG
(@)= (—p)m
B NS

2°caso (n =m — 2):
dpt = dyi! —dp™! = dpTi —dpT;
= (=)’ P'—(-d) —¢—9¢'
V5 v5 5
(9)* = (=¢)° _ ()" " = (=)™ "

V5 V5
3°caso (n =m—1):

m _ Jgm-1 m-1 _ gm-—1 m-—1
dn - dn+1 - dn - dm - dm—l

(HI) =

(P4) =




CIC m————

1 UFPELOTAS 21° Congresso de Iniciacao Cientifica | 42 Mostra Cientifica | Universidade Federal de Pelotas

| 200 |

iy ~ 2= (C9) 90— (=9)" _¢-(-#)

5 5 V5
L9 (@) (@)= ()"
V5 V5

4° caso (n = m):

m _ Jgm-1 m-1 _
dn - dn+1 - dn -

¢(n+1)—(m—1) _ (_¢r)(n+1)—(m—1) (¢')n—(m—1) _ (_¢)n—(m—1)

HD) = NG NG
B ¢n—m+2 B (_¢')n—m+2 B (¢')n—m+1 N (_¢)n—m+2
V5 V5 V5 V5
_ ¢n—m+1(¢ _ 1)_(_¢1)n—m+1(_¢, _ 1)
\/g 1
¢ 1= (=) " (=g) T P = (—p)
(P5 e P6) = N = NG

4. CONCLUSAO

Por fim, devido aos resultados utilizados e a demonstracéo apresentada
prMm— (=)™
V5

(@) M —(=gp)™ " '
NG ,sen<<m

O processo de prova mostrado salienta a importancia das ferramentas da
matematica discreta tais como a inducdo matematica e apresenta uma solucéao da
equacdo em diferencas em duas variaveis d™ = d™ ! — d™ 1, tendo como condi¢&o
inicial os termos d2 da sequéncia de Fibonacci.

,Sen=m
acima, podemos concluir que d)* =
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