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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho € construir uma revisdo bibliografica detalhada
sobre matrizes hermitianas, unitarias e normais, destacando principalmente a
relacdo entre estes trés tipos de matrizes e suas propriedades algébricas. Deduz-se,
diretamente da definicdo, que tanto as matrizes hermitianas quanto as unitarias séo
normais. Mas qual a relacdo entre as hermitianas e unitarias? Formam conjuntos
disjuntos? S&o conjuntos iguais? Um conjunto esta contido no outro? Como
caracterizar estes tipos de matrizes intuitivamente e/ou analiticamente? Estas e
outras questdes sao discutidas e respondidas neste trabalho.
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1. INTRODUCAO

Desde que Halmos (1958) lancou as bases da éalgebra linear moderna,
muitos resultados interessantes floresceram desta teoria. As matrizes complexas
desempenham um papel essencial em areas tais como a fisica e a engenharia
elétrica (LEON, 2010), e por isto existem muitos estudos sobre operadores lineares
em espacos vetoriais complexos, 0 que gera uma versao complexa da algebra
linear, tal como é descrita por Hoffman (1971). A seguir, serdo apresentadas
algumas defini¢des e resultados basicos sobre matrizes complexas.

Definicdo 1: Dizemos que uma matriz A € uma matriz complexa, se A pode
ser escrita como A = B +iC, onde i € a unidade imaginaria, e B e C sdo matrizes
reais.

Definicdo 2: Seja A = B + iC uma matriz complexa. Sendo assim, dizemos
que a matriz A = B — iC é a matriz conjugada de A.

Definicdo 3: Seja A uma matriz complexa e A" = (A)t. Dizemos que A é
hermitiana, se 4 = A",

Cabe aqui tecer alguns comentarios sobre propriedades interessantes deste
tipo de matriz complexa. Em primeiro lugar, elas satisfazem a importante
propriedade de possuir apenas autovalores reais. Além disso, autovetores
associados a autovalores distintos sao sempre ortogonais (LEON, 2010). Da
definicdo, pode-se também inferir que a diagonal de uma matriz hermitiana é
formada apenas por numeros reais. Finalmente, destaca-se a importante analogia
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entre matrizes simétricas reais e hermitianas complexas, com propriedades
analogas (LIMA, 1998).

Definicdo 4: Dizemos que uma matriz complexa A é unitaria, se AA" =
AlA =1,

A importancia das matrizes unitarias reside no fato de que se os autovalores
de uma matriz hermitiana, digamos A, sdo todos distintos, entdo existe uma matriz
unitaria que diagonaliza A. Uma forma alternativa de definir matrizes unitarias €
caracterizando-as como matrizes nas quais os vetores coluna formam um conjunto
ortonormal em C" (LEON, 2010).

Definicdo 5: Dizemos que uma matriz complexa A € normal, se AA" = A A.

A importancia das matrizes normais para a teoria dos espacos vetoriais
complexos recai no fato de que, considerando um operador linear complexo T: E —
E, existe em E uma base ortonormal formada por autovetores de T se, e somente
se, T é um operador normal (LIMA, 1998).

2. MATERIAL E METODOS

A partir das definicbes acima descritas, foram deduzidas as relagdes entre
matrizes hermitianas, unitarias e normais. Estas relac6es foram deduzidas através
de demonstragdes diretas e contra-exemplos.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Proposicéo 1: Toda matriz hermitiana é normal.

Demonstracdo: De fato, se A = A", da igualdade redundante AA = AA,
podemos inferir (introduzindo convenientemente A7) que AAY = AR A.

Assim, temos o diagrama 1:

Diagrama 1

Proposicéo 2: Toda matriz unitaria € normal.

Demonstracéo: Este fato € evidente pois, por definicdo, neste caso, tem-se
AAR = AP A =1, e jatemos explicitamente a igualdade AA" = AHA.

Neste caso, temos o diagrama 2:
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Unitarias

Diagrama 2

Os exemplos que seguem mostram que 0s conjuntos de matrizes citadas
acima podem ser representados de acordo com o diagrama 3:

Matrizes
Complexas

Diagrama 3

Exemplo 1: E = [fl (l)] = EEH = [é (1)] = EHE. Este é um exemplo de

matriz hermitiana, unitaria e normal. Repare que a diagonal é real e que os vetores
coluna sédo ortonormais.

1 3-i w711 9-3i1_ 4
s4i 2 120D =]y Ty | =D"D. Exemplo

de matriz normal hermitiana, porém nao-unitaria. Note que a diagonal é real, mas
DD" néo é a identidade.

Exemplo 2: D =[
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complexo na diagonal, logo, ndo é hermitiana. Como CC? é a identidade e CHC
também €, entdo C unitaria, e consequentemente, normal.
_ _[5—-i —-1+i H_[ 28 —8+8i] _ LH
Exemplo 4 B=|>"" T Y =sBei=| T T =8B A
matriz B tem numeros complexos na diagonal, e os vetores colunas ndo formam um
conjunto ortonormal, e portanto B ndo € hermitiana e ndo € unitaria. No entanto,
BB = BHB, ou seja, esta matriz & normal.

AAH=[

Exemplo 3: C = [ (1)] = CCH = [(1) (1)] = CHC. Como C possui um nimero

2 5i
=5 13

5 7
Hp —
wazly gl
nao € normal, portanto, também ndo € hermitiana, nem unitaria.

Exemplo 5:4 = [; ;] = = AA" = A"A. Como se V&, A

4. CONCLUSAO

De acordo com as proposicdes e contra-exemplos apresentados, conclui-se
que se uma matriz complexa é hermitiana ou € unitaria, entdo esta matriz € normal.
Além disso, a interseccdo entre o conjunto das matrizes hermitianas e o conjunto
das matrizes unitarias é ndo-vazia e nenhum destes dois conjuntos esta contido no
outro. Existem matrizes normais n&o-hermitianas e n&o-unitarias, e também
matrizes complexas n&o-normais.
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