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RESUMO

O objetivo deste trabalho é destacar a relagdo que existe entre 0s espacos métricos
e 0s espacos topologicos. O principal resultado acerca desta relacdo € apresentado
na secao 3 na forma de um teorema seguido de sua respectiva demonstragao.
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1. INTRODUCAO

A seguir, serdo enunciados alguns conceitos relativos a espacos metricos e
topoldgicos que permitem demonstrar a relagéo indicada neste trabalho. Ressalta-se
que esta relacdo ja é bastante conhecida e explorada na literatura. Porém, tal
relacdo muitas vezes nao € apresentada em detalhes, dai a importancia do presente
trabalho.

Definicdo 1 (topologia): Seja X um conjunto ndo-vazio e &(X) o conjunto
de todos os subconjuntos de X. Uma topologia sobre X € uma colecéo t c g(X) que
cumpre as seguintes propriedades:

1)9,X €.

2)Al ET = UiAl' ET.

3) A, 4, ..., AyET=>NL 4 ET.

Observacao: Na propriedade 2), a unido pode ser tanto finita, quanto infinita.

Definicdo 2 (espaco topolégico): Dada uma topologia T sobre um conjunto
X, 0 par < X, > € denominado espaco topologico.

Definicdo 3 (conjuntos topologicamente abertos): Os elementos de uma
topologia t sdo chamados de conjuntos topologicamente abertos de t, ou
simplesmente de abertos de .

Definicdo 4 (métrica): Seja M um conjunto ndo-vazio e d:M X M — R uma
funcdo. Dizemos que d é uma métrica sobre M, se as seguintes condi¢cbes séo
satisfeitas:
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1) d(x,y) =0,Vx,y € M.

2)d(x,y) =0 x =y, parax,y € M.
3)d(x,y) =d(y,x),Vx,y € M.

A d(x,z) <d(x,y)+d(y,z),Vx,y € M.

Definicdo 5 (espaco métrico): Seja M um conjunto ndo-vazio. Dizemos que
0 par < M,d > é um espaco metrico, se é possivel definir sobre M uma métrica d.

Definicdo 6 (conjuntos metricamente abertos): Um conjunto A ¢é
metricamente aberto, se Va € 4,3 > 0:[x e M e d(x,a) < €] = x € A).

2. MATERIAL E METODOS

A metodologia utilizada para a realizacdo deste trabalho foi a pesquisa em
livros e artigos dedicados a topologia e aos espacos métricos, com destaque para [2]
LIMA e [3] LIMA, seguida de discussdes e adequacao de linguagem para construir
uma demonstracao do teorema apresentado na secéo 3 deste artigo.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Teorema: Seja < M,d > um espaco metrico. Seja T, a colecdo dos
subconjuntos metricamente abertos de M. Entdo < M, T,, > € um espaco topoldgico.

Demonstracgao:

Seja < M,d > um espaco métrico, onde M é um conjunto ndo-vazio e d a
métrica definida sobre M. Consideremos a cole¢cdo T, dos subconjuntos
metricamente abertos de M. Vamos caracterizar os conjuntos topologicamente
abertos como sendo os metricamente abertos, chamando-os daqui para frente
simplesmente de abertos e mostrar que o par < M, Ty, > € um espaco topoldgico.

@ é aberto por vacuidade. Pela definicdo de conjunto metricamente aberto,
temos que Va € M,3e = 1 (por exemplo) tal que [x e Med(x,a) < €] = x € M. Dai
segue que @ e M sé&o abertos. (1)

Consideremos um elemento a qualquer pertencente a uma unido (finita ou
infinita) de abertos. Como a pertence a unido, entdo existe um conjunto A; tal que
a€A; e VbeA,Ig>0:[xeMed(x,b) <g]=x€A;. Em particular, para
b=a3g, >0:[xeMed(x,a) <g | = x € A;. Conseqientemente, x pertence a
unido. Sendo U a unido (finita ou infinita) de abertos, entdo isto significa que
Va € U,3¢; tal que [x E M ed(x,a) < ¢, ] = x € U. Assim, a unido (finita ou infinita)
de abertos de um espaco métrico M é um aberto de M. (2)

Consideremos agora um elemento a qualquer pertencente a uma
interseccédo finita I de abertos. Como a€l, entdo a€ A;,a € A,,..,ea €A,
(assumindo que I seja uma interseccdo de n subconjuntos). Isto significa que
existem ¢&;,¢,,...,&, tais que [xeEMed(x,a)<e&g]=x€A;, [xEMed(x,a)<
& = x € Ay, , e [xeEMed(x,a) <e]=x€EA,. Escolhendo
e =min{ey, &, ..., &}, temos [x E M ed(x,a) < €] = x € [. Portanto, a interseccdo
finita de subconjuntos abertos de M é um aberto de M. (3)
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Logo, de (1), (2) e (3) concluimos que o par < M, T,, > constitui um espaco
topologico.

4. CONCLUSAO

O teorema acima mostra que € possivel obter um espaco topoldgico a partir
da colecdo dos subconjuntos metricamente abertos de um espaco métrico, ou seja,
dado um espaco métrico, podemos induzir uma topologia a partir dos conjuntos
abertos.
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